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绪 论 


si . 相对论范围的不确定性关系 

本教程第三卷所阐述的全部量子理论实质上是非相对论性 
的，并不适用于运动速度可与光速相比拟的那些现象.乍看起来， 
似乎可以指望通过多少是直接推广的办法，由非相对论量子力学 
过渡到相对论性理论.但是，仔细的研究表明，_建立逻辑上严密的 
相对论性理论，要求引入一些新的物理原理. 

同顾一下作为非相对论量子力学基_的几个物理槪念（第三 
卷 §1). 我们看到，在非相对论量子力学中起基本作用的一个概 
念是测量,而测量被理解为量子系统与“经典客体”（仪器）相互作 
用的过程；其结果是量子系统的某些动力学变量(坐标、速度等)具 
有确定值.我们还看到，量子力学大大地限制了电子@同时具有 
不同动力学变量的可能性.坐标和动量的不确定量 Ag 和 Ap 若 
同时存在，必满足关系式这两个量中，测量一个的准 
确度愈高，则同时测量另一个的准确度就愈低. 

但重要的是，电子的每一个动力学变量都能在任意短的时间 
间隔内以任意高的精确度进行测量.这种情況对于全部非相对论 

性量子力学起着基本的作用.正因为这样，作为这个理论结构基 

— •，— 

础的波函数概念才能引人.实际上，波函数的物理意义在 

r :. 、 

于： 它的模的平方决定了在给定时刻对电子进行测量得到某种坐 


① 与第三卷§ 1相同，为简单起见，我们说的电子可指任问量子系统. 

② 本节中我们用通常的单位. 
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标值的 几率.显然，原则上能够实现对坐标进行任意精确而迅速- 
的测量是引入这种几奉概念的要前提.否则，这个概念就变得 
毫无内容而失去物理意义. 

极限速度（光速 C) 的存在对测量不同物理量的可能性予以新 
的原则上的限制（几 JX * JlaH^ay, R. Peierls, (1930). 

在第三卷§44中曾得到关系式 

( V ’一 〜方， (1. 1) 

• » 

它把电子动量的不确定量与测量过程的持续时间联系起 
来. v 和V是测量前和测畺后电子的速度.从这个关系式得出， 
只有测量过程本身使电子的速度改变足够大，才能在足够短的时 
间内对动量进行足够精确的测量（即在很小的&内得到很小的 
△ 幻.在非相对论理论中，这种情况是短时间内动量不可能重复 
测量的一种表现，但是由于差V可以任意大，这里无论如何 
还没有涉及到原则上是杏可以对动量进行任意精确的一次测量的 
问题，极限速度的存在从根本上改变了事情的状况.差 t/ 一 和 
速度自身一样，现在不能超过 c (更确切地说，不能超过 2c ). 在式 
(1. 1) 中用 c 代替 t/ 一仏我 们得到关系式 

( 1 . 2 ) 
C 

它原则上决定了在给定的时间间隔内动量测量的最大可达精 
度.这样一来，在相对论理论中，对动量做任意精确而迅速的测量， 
原则上是不可能的.只有当测量时间趋于无穷大时，才能精确地 
测量动量 （Ap—0). 

有理由认为，关于电子坐标本身的可测量性问题也发生了史 
化.在理论的数学表述上，这表现为坐标的精确测量与自由粒子 
具有正能 量互不 相容.后面我们将会看到，自由粒子相对论波动 
方程的完全本征函数系(除了具有“正确的”时间关系的解外)也包 



含“负频率”的解.在一般情况下，这些函数是限制在不大的空® 
区域中的电子波包的展开. 

将要证明，“负频率”的波函数与反粒子一正电子的存在有 
关.这些函数在波包展开式中的出现，反映了在测量电子坐标过 
程中一般不可避免地要形成电子 -正电 子对.测量过程本身不能 
控制新粒子的产生，这就使电子坐标的测量失去了意义. 

在电子的静止系统中，电子坐标测量的最小误差为 

A ? 〜上. （1.3) 

me 

此值（从量纲角度考虑是唯一容许的）所对应的动量不确定量为 
的〜默， 它也对应于粒子对形成的最小阈能. * 

在电子以能暈 s 运动的参照系中，代替式 (L 3 )，我们得到 

△ g 〜 ㉟ . (1. 4) 

€ 

特別是在极端相对论的极限情形下，能量和动量的关系为 e ^ cp 9 
这时 


Aq 〜1 (1. 5> 

P 

即误差 Ag 与粒子的德布罗意波长相合①. 

对光子来说，极端相对论情形永远存在，因而表达式 (1. 5) 是 
正确的.这意味着只有当问题的特征线度与波长相比很大时，谈 
论光子的坐标才有意义.伹这不是别的，正是与几何光学相应的 
“经典”极限情形；只有在儿何光学中才能讲光沿一定轨道(光线） 
的传播.而在量子情形下，当波长不能看成很小时,光子坐标的概 


①此处讲的是可以根据实验的任意结果得出有关电子状态结论的那种测置.也 
就是说，当观察结果的几率不为1时，我们必须撇开借助碰攛測量坐标的方法.虽然 
在这种情形下，根据被测胜粒子发生始转这一事实能够对电子的位置做出结论，但是 
如果这种煸转不出现 ，一 般就得不到任何结论. 



念就变得毫无意义.下面我们将会看到 （§4), 在理论的数学表述 
上，光子坐标的不可测量性表 现为: 不可能由光子的波函数组成必 
须满足相对论不变性要求的几率密度. 

根据以上所述自然可以推想，未来的理论一般不再研究粒子 
相互作用过程的时间进程.这种理论将证明，在粒子相互作用过 
程中并不存在可被准确测定的特征量（甚至在通常量子力学的精 
确度范围内），因而对时间过程的描述如同在非相对论量子力学中 
谈论经典轨道一样，完全是一种妄想.唯一可被观察的量将是自 
由粒子 —— 进入相互作用的初态粒子和过程结束所产生的终态粒 

子-的特征量（动量，极化 ） （几 A . JIaHMy , R . Peierls , 

1930). 

在相对论性量子理论中，典型的问 题是： 求出与粒子系统初、 
终态(即当 d ± oo 时)有关的跃迁几率振幅.所有可能状态之间 
的这些跃迁振幅的总体组成散射矩阵或称 S 矩阵，这个矩阵将包 
含物理上可观测的粒子之间相互作用的全部信息 ( W . Heisenberg ， 
1938). 

现时还没有一个完整的、逻辑上严密的相对论性量子理论.我 
们将看到，对描述粒子的某些具有场论特征的状态方面,现行理论 
引入了新的物理观点(参看§ 10). 但是这种理论在很大程度上是 
借助通常的量子力学概念并按其模式建立起来的.这种理论结构 
在量子电动力学领域内是成功的.由于这种理论缺乏完整的逻辑 
严密性，当直接应用它的数学工具时，出现了若干发散的表达式;但 
是有完全确定的方法来消除这些发散，不过这些方法在很大程度 
上具有半经验的性质.我们确信用这种方法所得到的结果是正确 
的，归根结底是因为它们与实验符合得很好,而不是因为其基本理 
轮原则的内在一致性和逻辑上的严密性. 



§2. 自由电磁场的置子化 

为了把电磁场作为量子客体处理，一开始就用无限多个分立 
变量描述场比较方便.用这种经典描述方法，能使我们直接采用 
量子力学中惯用的形式表述.用每个空间点上的势来表述场，实 
质上是用一组连续变量描述场. 

设 A ( r , 0是自由电磁场的矢量势，满足“横向条件” 

divA =0. (2. 1) 

这时标量势0 = 0,而场 E 和 ff 为 


£= — A, H ~ rotA, 

麦克斯韦方程组可化为 A 的波动 方程： 



( 2 , 2 > 

(2.3) 


在经典电动力学中，用一组分立变量描述场的方法,是通过研究一 
个很大而有限的体积 F ①中的场引入的（参看第二卷 §52). 让我 
们略去计算的细节,回顾一下这个方法的引入过程. 

有限区域中的场可以展成平面行波,因而它的势可以表示成 

级数 

A =2]( a fe e ifc，r （2. 4> 

fe 

系数 A 是时间的 函数： 

〜 e ~ iw % co — | fe |. (2. 5) 


①为了威化公式中 的因子 ，我们假设 
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孩照条件 (2. 1)， 复矢量 A 与相应的波矢景正交： Gfc - fe —0. 

式 (2. 4) 中的求和是对波矢量（即它的三个分量的 

无限多个分立值进行的.对连续分布的情形,可利用表达式 

d z k 


将求和变成积分.积分遍及 fc 空间体积元 中一 
切可能的 fc 值. 

各矢量仏给定后，该区域内的场就完全确定.于是这些量就 
可以作为一组分立的经典“场变量”.但是，为了阐明向量子理论 
过渡的方法,还需要对这些变量进行某种变换，使得场方程 在形式 
上类似于经典力学中的正则方程(哈密顿方 程). 场的正则变量被 
定义为 

1 

—广 • （ 2 . 6 ) 

: 这些量 显然是实数.借助正则变量，矢量势可表达成 

A — \/ 4jt ^^^QfcCosfe-r—-^i J feSinfe t r^« (2.7) 


为了求出哈密顿函数孖,必须计算场的总能量 

^Lf(E 2 + H 2 )d 3 r, 

8jt J 

并且用 Qk ， P * 表示出来.把 A 表示成 (2. 7) 的展开式，再由式 
<2. 2) 求出£和 ff 并进行积分，就得到 




k 


每个矢量 i % 和 Qfc 都垂直于波矢量 fc , 因而都有两个独立的 
分量.这些矢量的方向决定了相应的波的极化（偏振）方向•用 


- QkayPka (^ l y 2 ) 表示矢量 Qfc , Pfc 的两个分量(在垂直于 fc 的乎 
. 面内)，就可以把哈密顿函数改写成 

f 

♦ r 

r , 

(2. 8> 

k a 

由此可见，哈密顿函数可以写成一系列独立项之和，其中的每 
一项只包含一对和 Pju , 对应着一个具有确定波矢量和极化的 
行波，其形式与一维谐振子的哈密顿函数相同.所以， （2. 8) 也常 
常称为场的振子展开式. 

现在来讨论自由电磁场的量子化.上面所谈的场的经典描述 
使过渡到量子理论的方法显而易见.先把正则变量——广义坐标 
Qh , 和广义动量——看成遵守如下对易规则的算符： 

P kc&Qha — _ i (2.9) 

(具有不同 fc ， a 的算符都可互相对易）.与此同时，按照（2_ 2)，势 
A 和场强也都变成了算符（厄密的). 

最后，确定场的哈密顿量要求计算积分 

H = ^[ ( E 2 + H 2 ) d z x f (2. 10) 

OJt J 

式中的云和灸是用算符户^么^表示的.不过，这时戶卜和0^ 
的不可对易性实际上并没有表现出来,这是因为乘积中带 
进了因子 cosfc * rsinfc * r ， 它对整个区域的积分为零.所以，哈密 

顿算符的最后表达式为 

冷二2 +(户 L + dOL ), (2.11) 

k a 

恰好与经典哈密顿函数的形式完全相同，这自然是我们所期 
待的. 

确定这个哈密顿倉符的本征值并不要求特别的计算，因为它 
等冋干线性振子的能级问题（参看第三卷§ 23), 所以我们能够直 



接写出场的能级 


( 2 . 12 > 


五=2卜+1)叭 

ka ' ’ 

式中为整数. 

这个公式的进一步讨论留待下一节进行，现在我们要写出量 
的矩阵元. 一 个振子的坐标矩阵元公式已 为大家 所熟知（参 
看第三卷 §23). 据此，可立即写出的矩阵元.非零的矩阵 
元为 

( N k . | Q ket I N ka —1> = < N ka - l \ Q k .\ N ka >^ (2.13) 

量 Pk ^ Qk . 的矩阵元与的矩阵元只差一个因子士 

但是，在后面的计算中，更为方便的做法是用线性组合 
士代替仏 * 和这个线性组合只对士 1的过渡才 
有非零的矩阵元.为此,我们引入算符 

^ka — + iAfcer ) ， — ( 。 0“ — *«) 

(2. 14) 

[经典量 c fca , c “ 与展开式 (2. 4) 中的系数 a * a , 只差一个因子 

v ^ T ^]. 这些算符的矩阵元为 

( N ha - l \ c k& \ N ka > =( Nu\cU N ia -1}= Vivl 7. (2.15) 

根据定义 （2. 14) 和对易规则 （2. 9), 可得到和的对易 
规则： 

〜凡一 (2. 16) 
对于矢量势，我们仍回到展开式 (2. 4) 上来，不过此时式中的 
系数变成了算符.我们把它写成 

八 

A =2 (‘ , ( 2 . ny 

ha 

式中 










(2. 18) 


符号 〆 〜是振子极化方向的单位矢量，与波矢量 fc 垂直；对每个 
&来说,都有两个独立的极化方向. 

类似地,我们写出算符启和疗： 

爸二 2( 〜凡+心机)， 

ka 

H (^katUksi + ^fea-FJJ a) > 

ka 

并且有 

E ka =icoA ka H ha =[nxE ka '] (n = k/co) 

矢量 A fea 在下述意义上是互相正 交的： 

A ka Alf c jd z x = ^-6 aa fSkk^ 

实际上,如果和 Ary 的差別在于波矢量,它们的乘积中就包 
含对体积的积分为零的因子 e i(fc - fc# >- r ; 如果它们的差别只在于极 
化，由于两个独立的极化方向互相正交，则有 ” = 0. 类似 
的关系对矢量 E ka , H ka 也是正确的，它们的正交性可方便地写成 
如下 形式： 

-J—I + = (2. 22) 

4 tz J 

将算符 (2. 19) 代入式 (2. 10) 并利用式 (2. 22) 进行积分，就得 
到用算符表示的场的哈密顿量： 

^ -^― 0) ( dk^ta + • (2.23) 

Tt 2 

fr : 所考虑的表象中[由式 ( 2 . 1 5 ) 求出算符的矩阵元]，这个算 
符是对角化的，它的本征值当然与式 (2. 12) —致 • 

在经典理论中，场的动量定义为积分 


(2. 19) 

( 2 . 20 ) 

( 2 . 21 ) 




过渡到量子理论时， 用算阵 (2. 19) 代替 JE 和 H ， 不难求出 

P = (2.24) 

ka 

这与大家熟知的平面波的能量和动量的经典关系是一致的.这个 
算符的本征值为 

F -2 fe ( Hy ). (2. 25) 

i- _ v / 


根据矩阵元 (2. 15) 建立的算符表象是“占有数表象”一通过 
给出量子数 Y &a (占有 数）来描写系统(场）的状态.在这个表象 
中，系统的波函数依靠数表达， 写为 <Pd <), 场算符 （ 2 . I 9 ) 
(以及与之相应的哈密顿算符 (2. 11)) 就作用在这个函数上.场算 
符 （2. M ) 不是时间的显函数，这与非相对论量子力学中惯用的算 
符的薛定谔表象是一致的.这时系统的状态却是依赖 
r 时间的，其依赖关系决定于薛定谔方程 





场的这种描写既然以相对论不变的麦克斯韦方程为基础，自 
然也是相对论不变的.但是这个不变性并未明显地表现出来，主 
要是由于空间坐标和时间以极不对称的形式出现在场的描写中. 

在相对论性理论中，使场的描写具有更明显的不变性更为合 
适.为此目的，必须采用所谓的海森伯表象，在海森伯表象中，算 
符本身随时间变化(参看第三卷，§ 13). 这样一来，时间和坐标将 
平等地出现在场算符的表达式中,而系统的状态少只是占有数的 
函数. 


对于算符1来说，向海森伯表象的过渡归结为把式 (2, 17> 
• 10 - 



啐每一个 A fea 的因子换成即把看成时间的 


函数: 


(«> 


A^-x/47" ~^^ e ~ i(ot ^ r) 


(2. 26) 


这一点不难理解，因为对由初态到终态的跃迁来说，海森伯算符的 
矩阵元必须包含因 J 1 exp { — i ( A - A ) i }， 艮和仏分别是初态和 
终态的能量（参看第三卷 §13). 对于 Wjk 减少或增加1的跃迁, 
这个因子应分别为或由于上述代换的结果，这个要求 
得到满足. 

今后(不管研究的是电磁场还是粒子的场)，我们将总是使用 
算符的海森伯表象. 


§3. 光子 

现在，我们来进一步讨沦所得郅的场的量子化公式. 

首先，场的能量公式引起下面的困难；场的最低能级对应所有 
振子的量子数等于零的状态（称 为电磁场真空 态).但是甚 
至在这个状态中，每个振子还具有非零的“零点能量 ” o /2. 对无 
限多个振子求和,将得到无限大的结果.这样，我们就碰到了一种 
“发散”困难，它是由于现有理论缺乏完整的逻辑严密性而产生的. 

如果所谈论的仅是场能量的本征值，只要删去零点振动能量， 
就能消除这个困难,即把场的能量和动量写成① 

E^^N ka o> f P=X^k (3.1) 

fea Ha 

①只要把式 aio ) 中算符的乘积看成“正规积”，即算符 P 总是在算符$的左 
边，就可以在形式上消除发散困难而不引起矛盾.这时，公式 (2. 23) 变为 

： (①汐“茶 “). 

JSpa 



这两个公式使我们能够引入一个贯穿量子电动力学始终的基 
本槪念一辐射置子或光子①.也就是说，我们可以把自由电磁 
场看成粒子的集合，这种粒子每个都具有能量和动量 
k { = n % co ! c ). 光子的能量和动量之间的关系与相对论力学中静 
贡量为零、以光速运动的粒子的相同.占有数 iVh 现在表示具有 
给定动量 fc 和极化 e 〜的光子数.光子的极化类似于其他粒子的 
自旋（光子在这方面的具体性质将在§6中讨论）. 

显然，上节所建立起来的全部数学表述完全符合于把电磁场 
描述为光子的集合，这正是光子系统的二次量子化方法②.在这 
个方法中（参看第三卷§ 64)，独立变量是状态的占有数，而算符作 
用在占有数的函数上.这时起主要作用的是粒子的“湮灭”和“产 
生”算符，它们分别使占有数减少或増加1; 就是这类算 

符:心 《消灭一个状态为的光子，而 d + ka 产生一个这种状态的 
光子. 

对易定则 （2. 16) 对应于服从玻色统计的粒子.由于任一状态 
中可容许的光子数不受限制,因此，正如我们所预料的，光子是玻 
色子(在§ 5中我们还要进一步讨论这一点). 

式 (2. 26) 的平面波作为光子湮灭算符的系数出现在式 

(2 - 17) 的算符 A 中，可以把它看作具有一定动量 fc 和极化 e ⑷的 
光子的波函数.这种看法对应于在非相对论二次量子化方法中把 
々算 符按粒子的定态波函数展开[不同的是，在 (2. 1乃的展开式中 
既包含粒子的湮灭算符，又包含粒子的产生算符;这种差别的意义 
将在后面阐述，参看§ 12]. 

波函数 ( 2 . 26 ) 的归一化条件是 


① 光子的概念是爱因斯坦首次引入的 （ A . Einstein ，1905). 

② 狄拉克首次把二次量子化方法应用于辐射理论 ( P . A * M . Dirac ，1927). 


^ 12 


畢 



(3.2) 


这是归一化为“在 F 二 1 的体积中有一个光子”.实际上，等式左 
端的积分是在给定波函数的状态! 1 中光子能量的量子力学平均 
值①，右端是一个光子的能量. 

对于光子，麦克斯韦方程组就相当于“薛定谔方程 '当 
满足条件 (2. 1) 时，就得到波动方程 


d 2 A 





在任意定态的一般情况下，光子的“波函数”是这个方程的复数解， 
其时间关系由因子给出. 

谈到光子的波函数，我们必须再次强调，绝对不能把它看成光 
子在空间各处出现的几率振幅——这与非相对论量子力学中波函 
数的基本意义不同.这是因为 以卩同 § i 中所指出的），光子的坐 
标概念根本没有物理意义.我们将在下一节末从数学方面进一步 
讨论这一点. 

函数 A ( r f t ) 对坐标作傅里叶展开时的分量,构成动量表象 
中光子的波函数，表示成例如，对于一个 
给定动量 fc 和极化〃〜的状态,动量表象中的波函数就是式 (2. 26) 
中的指数因子的 系数： 

Afco ( 紅’， ®’） = V 4 jT (3.3) 

既然一个自由粒子的动量是可测量的，动量表象中的波函数 
就比坐标表象中的波函数有更深刻的物理 意义： 由它可以求出一 
定状态中的光子具有各种动量和极化值的 几率奶 按照量子力 


①注意，积分 (3.2) 中的系数1/4#两倍于式 (2.10) 中的通常系数 VSt 这种差 
别归根结底在于矢鼉是复数，而场算符是实数. 



学的一般规则，将 A ( fc ') 按一定 fc 和 〆 〜值的状态波函数展开， 
I 即为展开式系数模的 平方： 

u; fca oc ^jALdoOACfc ’） 2 

fc ， 

(比例系数由函数的归一化方式决定).将式 (3. 3) 代入，就 得到: 

w ka oz \ e < a ) A ( k ) J 2 . (3. 4> 

对两种极化状态求和，便求出光子具有动量 fc 的 几率： 

u；* a cc I A(fe) I 2 . 

S 4. 规范不变性 

我们知道，经典电动力学中场势的选择是非单 值的： 四维勢 
4的分量可以进行任何形如 

A m - (4. 1>' 

的规范变换，/是坐标和时间的任意函数（参看第二卷§ 18). 

对平面波而言，如果仅考虑不改变势的形式[与因子 
exp ( — i 成正比]的变换，非单值性可归结为可以给波的振幅— 
附加任一与 P 成正比的四维矢量. 

势的非单值性在量子理论中继续存在，当然这时它与场算符 
或光子波函数相关.为了避免预先决定勢的选择方式，就必须用 
算符四维势 


^ ) (4. 2) 

ha 


的相应展开式取代式 (2. 17)，这里，波函数是如下形式的 K 
维 矢量： 


Ah = \/ 4jt 




2cl> 




X 


v 


e〆* = — 1 


或者省去四维矢量指标,写成更为简洁的 形式: 


♦ 14 
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Au 4 jt ee * —— 1. ( 4 . 3) 

V 2 co 

这 M ，四维动量 P 二 （ o , fc ) (因而 b = d — fc • r ), 而 e 为四维单位 

极 f 匕矢量 :i 入 

如果规范变换不改变函数 （4. 3) 对坐标和时间的依赖关系，这 
样的变 换一定是代换 

p U > B ti -f (4. 4> 

式中/ = 是任意函数.极化的横向性意味着，总可以选择 K 
维矢量 e 的形式为 

K 二 (0, e )， e-k = 0 (4.5) 

的规范（这种规范我们称之为三维横向规范）.写成四维协变形 

式，这个条件就变成四维横向条件 

eh = 0. (4. 6) 

我们注意到，由于 A 2 = 0, 这个条件(像归一化条件 e ， 二一 I 
那样）不因变换 （4. 4) 而破坏.另一方面，粒子的四维动量的平方 
等于零惹味着它的质量等于零.这就揭示了规范不变性与光子质 
量等于零之间的联系（这种联系的其它方面将在§ 14中讨论 )• 
对参与某过程的光子的波函数进行规范变换时，任何可观测 
的物理量都不应该改变.这个规范不变性要求在量子电动力学中 
所起的作用甚至比在经典理论中还要大.我们将在许多例子中看 
到，规范不变性与相对论不变性一样，是一种强有力的启发性 
原则. 

此外，理论的规范不变性又与电荷守恒定律紧密联系着，我矿 t 
将在§ 43中讨论这方面的问题. 

①表达式 （4. 3) 不是完全相对论协变（四维矢董）的形式，这是由于我们所用的蛀 
一 化条件（归一化为有限体积是非协变的.但这 不具有原则性意义，并可完全 
由这种归一化方法所提供的方便所补偿.后面我们将看到，它简直是自动地使所得穿 1 
饱实际物理量具有应有的协变形式. 


♦ 15 





上一节我们已经提到，光子的坐标波函数不能解释成它在空 

- • . 

间各处出现的几率振幅.从数学方面来讲，这是由于用这种波函 
数不能构成哪怕是形式上具有几率密度性质的量.这样的量本质 
上必须由波函数先及其复共轭的正定双线性组合表示.此外,它应 
该满足一定的相对论协变性要求——即它应该是四维矢量的时间 
分量（这是因为,表示粒子数守恒的连续性方程的四维形式是四维 
流矢量的散度为零;在这里，四维流矢量的时间分量就是粒子在空 
间各处出现的几率密度，参看第二卷， § 29 ). 另一方面，规范不变 
性要求四维 矢量戽 只能以反对称张量 F , v ^ d , A - d v A ^ 
- 氡一趴小)的形式出现在四维流矢量中.由此可见，四维流矢 
量应该是尸，，和(以及四维矢量 t 的分量）的双线性组合.但 
是，这样的四维矢量一般不可能组成，这是由于满足所述条件的 
任何表达式（例如二 R ) 都因横向条件以/^. = 0)而等于零, 

更何况它实际上已不再为正定的了（因为它包含分量 L 的奇次 
幂). 

§5. 置子理论中的电磁场 

电磁场是光子的集合，这是与置子理论中电磁场的物理意义 
相吻合的唯一描述，它代替了用场强描述场的经典方法.在光子 
概念的数学形式中，场强作为二次量子化算符出现. 

大家知道，当决定系统定态的量子数很大时，量子系统的性质 
便趋近千经典情形.对于一定体积中的自由电磁场来说，这意味 
着振子的量子数——_即光子数应该很大.在这点上，光子服 
从玻色统计这个事实非常重要.在理论的数学表述上，坡色统计 
与经典场性质的关系表现在算符 6 m 的对易规则上 . 很 
大时，这些算符的矩阵元很大，对易关系 ( 2 . 16 ) 右端的 1 可以忽 

略， 从而得到 

* 16 * 



也就是说，这些算符变成了决定经典场强的互相对易的经典量 

^fca? ^ fejf* 


但是，场的准经典性条件还需要更加准确.问题是，如果所有 
的都很大，那么对所有状态 fc ， cs 求和时，场的能量在任何情 
况下都是无限大，准经典性条件也就变成无意义了. 

关于准经典条件问题，具有明确物理意义的提法是基于对场 
值在某个不大的时间间隔内求平均的研究.如果把经典电场 E 
(或磁场 H ) 表达成对时间的傅里叶积分，那么，当它在时间间隔 
上求平均时，只有那些频率满足的傅里叶分量才对平 
均值 E 有明显的贡献，否则，振荡因子的平均值几乎等 于零. 
所以，在确定乎均场的准经典条件时，只需研的那些 
量子振子，只要这些振子的量子数很大就行了. 

频率在零和〜 1/ AZ 之间的振子数(在 F = 1的体积中）具有 


数量级① 

(t) 〜 (5 - !) 

单位体积中的总能量〜 E " 2 . 这个量除以振子数和单个光子的某 
种平均能量 (〜 ㈣ ，我们求得光子数的数量级 


iV fe 


E 2 c 3 

~ n ^ 


如果要求这个数很大，我们就得到不等式 


E !» 


^/%c 

(cAO 2 . 


(5. 2) 


这就是所求的把(在时间间隔上平均的）场当成经典场的 
条件.我们看到,场必须足够强一平均间隔 W 越小场越强.对 


①本节采用通常的单位. 



变化着的场，这个时间间隔自然不应超过场有明显改变的时间间 
隔.所以，相当弱的变化场在任何情况下都不能看成准经典场.只 
有在不随时间变化的静态场的情况下，才能假设—使不 
等式 (5. 2) 的右端趋于零.这意味着静态场永远是经典场. 

已经指出，以平面波的叠加形式出现的电磁场的经典表达式, 
在量子理论中必须看作算符的表达式.但是，这些算符的物理意 
义非常有限，有物理意义的场算符应该使光子真空态的场值等于 

零.然而，平方场算符 fe 2 在基态的平均值虽与场的零点能量只 
差一个因子,却是无穷大（“平均值”指的是量子力学平均值，即算 
符的相应对角矩阵元).即使在形式上删去某个算符(像对场的能 
量所做的那样)，这个无穷大也是不可避免的.因为在现在的情况 

下，要做到这一点，就必须把算符备、合本身（而不是它们的平方) 
作某种合理的变形，而这是不可能的. 

§6. 光子的角动量和宇称 

和任何粒子一样，光子具有一定的角动量.为了说明光子角 
动位的 性质，我们先回顾一下在量子力学的数学体系中粒子波函 
数性质与粒子角动量之间的关系. 

粒子的角动量 i 由它的轨道角动量 I 和内禀角动量—自旋 
s 组成.自旋为《的粒子的波函数是秩数为以的对称旋量，即 
2夂;1个分量的 集合； 当坐标系转动时，这些分量变换成它们的确 
定组合 t 轨道角动量与波函数对坐标的依赖性 相关: 轨道角动量为 
I 的状态所对应的波函数,其分覺是《阶球谐函数的线性组合. 

自旋和轨道角动量的一贯可区分性，要求波函数的“自旋”性 
质和“坐 fe ” 性质互相 无关： 在给定时刻旋量分量对坐标的依存不 
应该受到任何附加条件的限制. 



在动量表象中，波函数对坐标的依存代之以对动量 fc 的依存， 
光子的波函数(在三维横向规范中）是矢量 A ( fc ). 矢量等价于二 
秩旋量，在这个意义上可陚予光子的自旋为 1. 不过，这个矢量波 
函数遵守横向 条件： fe . A ( fe )=0. 这是矢量 A ( fc ) 作为动量函数 
的附加条件.这样，就不能够同时对所有的矢量分量任意地确定 
这种函数关系，因而就不能严格区分轨道角动量和自旋. 

我们看到，自旋是静止粒子的角动量这个定义也不适用于光 
子，因为光子以光速运动,其静止参考系本来就是不存在的. 

由此可见，对于光子只能谈它的总角动量.既然描述光子的 
量中没有任何秩为奇数的旋量，显然，总角动量只能取整数值. 

同任何粒子一样，光子的状态也可以用宇称来表征.宇称是 

指波函数在坐标反演时的行为（参看第三卷 §30). 在动量表象 

中，坐标符号的改变对应着 fc 的所有分量改变符号.反演算符 f 

作用在标量函数史 ( fc ) 上所引起的改变仅仅是 P < p ( k ) 二 『（一 fc )， 

当作用在矢量函数 A ( fc ) 上时，还必须考虑到 ：坐标 轴方向的改变 

也改变了矢量的各个分量的符号，所以①， 

PA(h)^-A(-k). ( 6 . 1 ) 

把角动量分为轨道角动量和自旋的做法虽然对光子没有物理 
意义,但是，作为形式上的辅助量，引入“自旋、和“轨道角动量” 
I 来表达波函数的转动变换性质是比较方 便的 ： s = i 对应于波函 
数的矢量性，而丨是出现在波函数中的球谐函数的阶数.这里我 
们考虑的是具有一定角动量的光子状态的波函数；对自由粒子来 
说就是球面波.特别是，数 〖决 定光子状态的 宇称： 

①我们•选定， 按 照反演算符对极矢量一例如 A (或者相应的电矢 
——的作用 来定义状态的宇称.这在符号上与对轴矢置" = i ( AXA ) 的作用不同 ，因 
为 反演不 改变轴矢里的 方向： - 
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尸 =(— 1V + 1 . (6.2) 

在同样的意义上，可以把角动量算符 i 表示成和§ + f . 我 ff ] 

知道，角动量算符与坐标系的无限小转动算符有关；在目前情况 
下，又与这个算符对矢量场的作用有关.在和 S + f 中，算符 S 作 

用在矢量指标上，使矢量的分量变换成它们的相互组合；而算符 

■ 

/作 用在这些分量上就如同作用在动量（或坐标）的函数上一样. 

光子的角动量 j 给定后，我们来计算能量一定的可能状态数 
(不考虑相对于角动量方向的 2 j + l 重简并). 

当[和 s 独立时，这种计算很 简单: 将矢量 I 和 s 按矢量法则 
相加，为了得到所需的 j 值,看有多少种相加方式就行了.对自旋 
的粒子，若 j 值不为零，这种方法给出具有下列《值和宇称 
的三个 状态： 

l—j,P~ (— l) i + 1 = (— 1) 川； 

^= i ± i , p =(— i ) l+1==： ( —1)久 

而如果 j = o 9 则只有宇称+1的一个状态（纟= 1). 

但是，在这个计箅中没有考虑矢量 a 的横向条件，它的三个 
分量都被看成是独立的.因此，还必须从所得到的状态数中减去 
纵向矢量所对应的状态数.纵向矢量可以写成 fcw ( fc ) 的形式，由 
此可见，就其(对转动的)变换性质而言，它的三个分量才等价于一 
个标因而可以说，与横向条件不相容的附加态对应于具 
有标量波函数（零秩旋量）——即“零自旋”的粒子状态因此， 
这个状态的角动量 j 等于 P 中所含球谐函数的阶数；作为光子的 

① 实际上，谈论一个董的旋转变换性质时，指的是在给定点上，即给定时的变 
换.对这样的变换，像一个标爱一样不变化. 

② 应该再次强调, 这里所指的并不是任 何实际 粒子的状态，所进行的计算 是形式 
上的，相当于在数学上用转动群的不可约表示将一组在转动变换下相互重新组合的量 
进行分类. 
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状态，它的宇称决定于反演算符对矢量函数 fcp 的作用： 

p(k<p) 二一 (—k)<p(—k) = (—l) j k(p(k ) 9 

即宇称等于 (一 IV . 由此可见，必须从上面所得到的宇称为（一 1)> 
的状态数 ovo 时为两个， 0 时为一个）中减去 1 . 

最后我们得出结 论：当 角动量 j 不为零时，光子有一个偶宇称 
态和一个奇宇 称态; j 二 Q 时无论什么样的状态都得不到.这意味 
着光子的角动量根本不可能为零，因而 j 只能取1,2,3,….由 
于角动量为零的状态的波函数应该是球对称的，而这对于横波显 
然是不可能的，因此，不可能有 j =0 是显而易见的. 

光子的各种状态都有一定的术语.角动量为人宇称为（一 
的光子叫电 W 极光子(或幻光子)，而宇称为 （一 1 V + 1 时叫磁2〃极 
光子(或说』'光子).例如，一个 y = i 的奇宇称态对应一个电偶极 
光子，一个 J = 2 的偶宇称态对应一个电四极光子,而一个 j 二1的 
偶宇称态对应一个磁偶极光子①. * 

17. 光子的球面波 

光子角动量的可能值确定后，现在应该确定相应的波函数②. 
首先，我们考虑一个形式上的问题 :怎么 样的矢量函数可以作 
为算符 i 2 和炙的本征函数?在考虑这个问题时，先不管这些函数 
中的哪一些会出现在我们所要求的光子波函数中，也不考虑撗向 
条件. 

我们将在动量表象中寻找这样的函数.在动量表象中，坐标 
算符是 ？ = 作 fc [参看第三卷式（15_ 12)], 轨道角动量算符是 

① 这些名称与经典辐射理论的术语相対应.后面 （ § 46, § 47) 我们将看到，电型 
光子和磁型光子的辐射分别由电荷系统的电矩和磁炬决定. 

② 这个问题是 HeUler 首次妍究的 （ W . Heitler , lS 36). 解的陈述彤式是 

别列斯捷斯基作出的 （1947). 
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1= [fxfe] =—i kx 去， 

•— ― 

即，与坐标表象中的角动量算符相比，区别仅仅是用字母 fc 代替 
r . 因此，在两个表象中,所提问题的解在形式上是一样的. 

用 Yw 表示所求的本征函数，并称之为球谐矢置.它们必须 
满足方程 


j 2 Y Jm = j(j~hl)Y Jmf j z Y Jm ^mYj m 


(7. 1) 


( z 轴为空间的已知方向）.我们来证明,任何形如的函数都 
具有这些性质，这里 a 是由单位矢量 n = 构成的任意矢量 
而是通常的（标量)球谐函数.我们将按照第三卷§28的 


m+lml 



(2Z+1)(Z- jm[)J_p, m |( cos0 ) e i 
4^r(Z+ \ m\)l 


(7.2) 


(仏史为方向 n 的球极角①)来定义为此，我们回顾一下第 
三卷式 (29. 4) 的对易规 则： 

等式右端可以写成(一&心)，这里 s 是自旋为1的算符(这个算符 


对矢量函数的作用正好由等 式心化 
§57,习题 2). 所以我们有 


决定，参看第三卷 




la *. 


利用这个等式求出 


3i^k~ (?i H -§i) ~ 


因而， 


i z (aYj m )^al 2 Y jmf j z (aY im ) =al z Y jm . 


①为后面引用方便起见，请注意 0= o ( n 沿 z 轴)时的函数值 


(7,2a) 
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既然球谐函数是算#>和 L 的本征值分别为 j ( j + 1) 和 7 H 


的本征函数,于是我们就得到等式 (7. 1). 
我们选择如下三个矢量 


Vn 

十 1)’ 


CnvJ 

v/uny ， 


(7. 3) 


作为矢量就得到三类本质上不同的球谐矢量.因此，我们定 
义的球谐矢量为： 


上 , /m 




mf 


P =(- D J ; 


Yg )=[ nxY 以] 


P=(—1) 


f + 1 


(7. 4) 


o 


nY , 


P = (—1))， 


并绐出了每个矢量的宇称 P . 这三类矢量互相正交，且相对 
于 n 是纵矢量, Y 扣和是橫矢量. 

这些球谐矢量可以用标量球谐函数 表达: 仅用一个 j 


阶球谐函数表达，而 Y 找和 Yjl 用 Z = j 土 1阶球谐函数表达.这 
一点是显而易见的，只要把式 (7. 4) 中所给出的宇称与一个矢量场 
的宇称(一 1 ) z + 1 (通过有关球谐函数的阶数表示）加以比较就 
够了. 

每一类中的各个球谐矢量互相正交,并按下式归 一化： 


■ 

Y jm Yf m ' do = Sjjf 6 mm ^ (7. 5) 

to 

根据球谐函数 r itn 的归一化条件，上式对矢量 Yj l l 是显然的.对 


①算符，作用在只与方向/!有关的函数上.在球坐榇中，它只有两个 


分量： 


7 


9 


下面用 △* 表示的算符是拉普拉斯算符的角度 邰分： 


( 


A 


sinO 9& 


9 sin^ 9 




99 sin z 9 9<p x 
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于矢量 Y 扣，归一化积分为 

* 

j + 1) j*Vn^ m > do = — j (』 + 工 )^*' m' jnA° 9 

a 由于 ^ 1 ^=— jc /+ i ) L m , 我们便得到式 ( 7 . 5 ). 矢量的 
归一化也归结为一个同样的积分. 

毋需对方程 (7.1) 进行上述直接验证，只要一般地考査有关函 
数的变换性质，我们就可以得到球谐矢量 （7. 4). 在上节我们曾用 
这种方法说明： 一 个形如 np 的矢量函数所对应的角动量值 j ， 等 
于 P 中所含球谐函数的阶数；如果只假定炉 = r M ， 那 么函数 np 
也将对应着一个确定的角动量分量值这样，我们立即导出球 
谐矢量 Yj l l 如果用矢量％或[7^ %]代替乘积 n 供中的 n ， 则§6 
中关于变换性质的讨论不受影响，于是我们得到另外两类球谐 
矢量. 

现在让我们回到光子的波函数上来.对一个电型光子 ( EJ ) , 
矢 - iA ( fc ) 应该具有宇称（一 1)人球谐矢量和都具有 
这样的宇称，但只有前者满足横向条件.对一个磁型光子(见刃， 
矢量 A ( fc ) 应该具有宇称（一 Da 1 ; 具有这种宇称的球谐矢量只有 
YjZ y . 因此，一个具有确定角动量 j 及其分量 m (和能量 ㈡ 的光 
子的波函数为 

= I —(竹)， （7.6) 


对电型光子和磁型光子，分别为和 Yj ->. 给定的能量值 
.反映在因子 3( 叫一 o ) 中. 

函数 （7. 6) 的归一化条件为 

4 00 j'm(fc) d 3 & = 6)6(6>' — Co)Sjjfd mm f. 
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对于坐标表象中的波函数，条件 (7. 7) 等价于① 

去 f (r)Ur) +H ： fjfm r(r)H ajm (r)}d s x 

=CdS (C0 f — CO) dj^drn^. ( 7 . 8 > 

实际上，当用势表达时，等式左端的积分形式为 

(r)A aJm (r) 

其中 

疋 ) mO) = j 疋加 (fc)e ifc . r 

A ： w ( r ) = p 4: w ( fc ，) e_ ik '.r (7. 9) 

对 dk 的积分给出 6 函数（2^0 3 <5(&'— fc )， 它又被对 dl 的积分消 
去，从而积分化为 （7. 7) 的形式. 

至此，我们的讨论是指勢的横向规范，在这个规范中，标量势 
0 = 0. 但是在某些应用中，球面波的其它规范方法或许更为 
方便. 

在动量表象中所容许的势变换是代换 

A — >A + n/(fe), 0 ~~ >0 + /(fc), 

式中 /( fc ) 是任意函数.在目前的情况下我们将这样选择 /(&), 
使得新的势用同样的球谐函数表示，并且仍具有确定的宇称.这 
些条件使电型光子的势限定为下面的 函数： 

m(k) = ( I ^ I — O ) + 

A ^2 

< Pi e s \( k ) ^^5(\ h \- co ) CY jm , (7. 10) 

a 

式中 C f 为任意常数.对磁型光子， A ⑽ （ k ) 的这种附加项使它失 

①这是与 （2.22) 同种类型的条件。等式右端之所以出现因子 W — 0), 是曲 
于这里所研究的场（球面波）存在于整个无限大空间，而不是有 P 体积 V = u 
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去确定的宇称 > 因此，为满足上述要求，式 （7.6) 是唯一可能的 
选择. 

按照式 (3. 5) 和 (7. 6), 具有一定角动量和宇称的光子沿方向 

n 运动且处于立体角元 do 中的几率等于 

w(n)do^ \Yj e l(n) | 2 do. (7. 11) 

这是对五型光子写出的表达式.但是由于两类 
光子的几率分布 w ( n ) 相同. 

模的平方 I Y ! e l 1 2 与方位角史无关（球谐函数中的因子被 
消去），因此，几率分布切 ( n ) 相对于 z 轴对称.其次，既然每个球谐 
矢量都具有确定的宇称，它们的模的平方就不受反演（即极角代换 
0 ― 0) 的影响.这意味着函数 i (❼展成勒让德多项式时只 
包含偶数阶的项.展开式系数的确定，归结为计算三个球谐函数 
乘积的积分，然后对各分量求和.积分与求和均按照第三卷§ 107, 
§108 的公式进行，其结 果是： 


w ( 9 ) = ( 一 1)^ +1 


(2j+l) 3/2 

4 jt 


2]( 4 时1) 





x P 2n (cos0). (7. 12) 

最后,我们来推导按球谐函数展开的球谐矢量的分量表达式. 
为此，我们利用第三卷§ 107 中定义的矢量的“球分量”. 矢量 f 
的球分量 为： 


fo~ if Z9 f 


H (fx + if ， ) ， f:i ~ 一 if if). 


(7. 13) 


如果引入“球单位矢 釐”: 


e 


(°〉 =r i 公 ⑷， + ：= 





2 




e 


(-0 



(e (x) 


(7. 14) 


* 26 


秦 



为 x ， y ， z 轴的单位矢量],那么 


/=S (- 1 ) / 产（一 l)Mf 0 (w = f e ⑷. 


A 


(7.15> 

可以用 3 j 符号并通过球谐函数将球谐矢量的球分量表示成如下 
的公式： 


(― 1 ) 


j + m + A+ I 



一 1) 


j A + 1 


(― 1 ) 


j+mf A + 1 


\ m-\-A —A 一 m 
_ _ / i — 1 1 

+ ， . “ ）5^-1， 77!+，， 

\m -\^A 一 A — TJlJ 


(Yj^) A ^~v 2 fn{ \ v r ， i ， 饥 w 

tu -\- A — A — tu 

j +1 

(Yi^-Vj+ll n v )F； +I , m+A 

m-h A — A 一 m 


+ Vj 


j — 1 1 j 

171 + 2 — A — Ul 



Ipm-^A 


.(7. 16) 

这些公式是按下述方法推导出 来的： 三个球谐矢量都具有 
Y , m - aF , m 的形式,式中的 a 是式 (7. 3) 中的三个矢量之一.所以 


Y jm = ^2(lm f \a\jm}Y lm f y 

I m f 

这样，问题归结为求矢量 a 对于轨道角动量本征函数的矩阵元. 
按照第三卷 (107. 6), 我们有 

\—m km ] 

式中 j max 是 〖和 中的较大者.因此，只要知道非零的约比矩阵 
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元 < z I « b > 就够了，它们由以下公式 给出： 

< z — 1 1|«||0= < zi «|| z ~ i >*= iVT , 

〈《 ——1) > 

<Z-l||v„||Z> = i(Z4-l)VT, (T，i/) 

< llLnxVnlll > = i ^ T(l + l ){2 l + l )- 

S 8. 光子的极化 

对于光子，极化矢量 e 起着波函数“自旋部分”的作用（其限制 
条件与§ s 中所述的光子自旋槪念有关). 

出现在光子极化中的各种情况等同于经典电磁波极化的可能 
类型(参看第二卷 §48). 

任意一个极化 e 都可以表示成以某种确定方式选取的两个互 
相正交的极化 e ⑴和 e ⑺ ( e ⑴ < (2) * = 0)的叠加.在分解式 

e= e 1 e <1> -h e 2 e <2) (8.1) 

中，系数〜和 e 2 的模的平方分别决定光子具有极化 e ⑴或 e ⑺的 
几率. 

可以选两个互相垂直的线极化作为 e (1> 或 〆 2> ,也可以把任一 
极化分解成两个旋转方向相反的圆极化.右旋圆极化和左旋圆极 
化的矢量分别用0< + ”和以4表示.在坐标系 S 中 ，若纟 轴沿光 

子方向 n = fc /6)， 则 

_ • 

^ <+1) = (e ( ° ie (v) ) f e ( ~ l> = — ie^) , (8. 2) 

换句话说，动量给定的光子可能具有两种不同的极化,这意味 
着动量的每一个本征值都是二重简并的.这 个性质 与光子质量等 
于零密切相关. 

对于一个自由运动的质量不为零的粒子，永远存在着一个静 
止参考系.实际上 ，正 是在这个特殊的参考系中，粒子本身 所固有 
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的对称性质明显地表露出来.在这种情况下，必须考虑对于一切 
可能的绕心转动（即对于完全球对称群）的对称性.粒子对这个 
群的对称性质就是用它的自旋 S 描述的.自旋决定简并度（可变 
换为相互线性组合的不同波函数的数目 2 s + l ). 特別是，具有矢 
量(三个分量)波函数的粒子所对应的自旋为 1. 

对于质量等于零的粒子来说，就不存在静止参考系一在任 
何参考系中它都以光速运动.对于这样的粒子，总有一个空间的 
特定方向——动量矢量 fc 的方向 (£ 轴).在这种情况下，显然不存 
在对整个三维转动群的对称,而只有相对那个特定轴的轴对称. 

在轴对称条件下，守恒量仅是粒子的螺旋性——角动量在^ 
轴上的分畺，我们用 A 表示①.如还要求对 通过〗 轴的平面反射对 
称，则符号相异的 A 值所对应的状态将互相简并，因而当时 
将得到二重简并②.动量确定的光子状态事实上就对应着这类二 
重简并态中的一种态，它用“自旋”波函数——平面中的矢量& 
描述.对绕 S 轴的任一转动和通过此轴的平面的反射，这个矢量 
的两个分量变换为它们的相互组合. 

光子的各种极化情况与它的螺旋性的可能值有确定的对应关 
系.这种对应关系可以按照第三卷的公式(订. 9) 建立 起来. 那个 
公式把一个矢量波函数的分量与秩数为2的等价旋量联系起 
来⑤.与分量2 二 + 1或^= — 1对应的矢量 e 只能具有非零的分量 
e t — ie 戚 e £ + ie v9 即分别是 e = + 或 e = ■换 句话说,;1= +1 
和 A =_ l 对应着光子的右旋圆极化和左旋圆极化（在§16中将 
根据对自旋分量算符的本征函数的直接计算得到这个结果) • 


① 这与上一节中角动量在指定空间方向 （ =轴）上 的分量 饥不同 • 

② 这是对双原子分子的电子项进行分类的方法（第二卷§ 78). 

③ 记住 :波函 数的分量作为（这里所说的）粒子角动量的不同分 量值的 几率振 蟆， 

对应着逆变旋量 分量 . 



由此可见，光子的角动量在其运动方向上的分量只有两个可 
能値（士 1), 零值是不可能的. 

光子具有一定动量和极化的状态（在第三卷§14中所阐明的 
意义上)，是一种纯态;纯态用波函数描述，相应于粒子(光子)状态 
的量子力学的完全描述.光子的“混合”态也是可能的，相应于不 
用波函数而仅用一个密度矩阵的不完全描述. 

让我们来研究这样一种光子 状态： 它在极化方面是混合态，但 
是有确定的动量值 fc . 这种状态叫部分极化态.在这样的状态中 
存在着“坐标”波函数. 

光子的极化密度矩阵是与矢量 W 垂直的平面（平面内的 
二秩张量(指标 OS , A 只能取两个值）.这个张量是厄 密的： 

Pa 0 = P*af (8.3) 

归一化条件是 

P« = Pl1 + p 22 —1. (8. 4) 

由式 （8. 3) 可知，对角分量 Pu 和/0 22 为实数.应用条件 （8. 4), 可由 
其中一个确定另一个.分量 P 12 是复数，且/? 21 = "? 2 _因此，密度 
矩阵总共由三个实参数描写. 

如果已知极化密度矩阵，就能求出光子具有任何确定极化 e 
的 儿率.这个几率由张量在矢量 e 方向上的“投影” 

• Pa P ete p (8.5) 

决定.例如，分量 Pu 和 P 22 就是沿 S 轴和轴的线极化几率.在 
矢量 （8. 2) 上的投影给出两个圆极化的 几率： 

f[l 士 i ( Pi 2- Pn ) ]• (8.6) 

张量 P # 的性质不论在形式上还是在本质上都与经典理论中 
-描述部分极化的张量；〃相同（参看第二卷§ 50〉.在这里让我们 

<回顾一下这些性质中的几条. 

^ }0 • 




对具有确定极化〃的纯态,张量 Pw 化为矢量 e 的分量之积： 

PaB-^e^e% ( 3 . 7 ) 

且行列式 |A^I=0. 反之，对非极化光子，所有极化方向都有相等 
的几率，即 

pafi — ~2 ( 8 . 8 ) 


这时 I I = 1/4. 

在一般情况部分极化用三个斯托克斯实参数I，匕， 
描写比较方便.这时，密度矩阵的形式为 


_ 1 /1 + ^3玄 
jU +仏 wJ . 


(8.9) 


三个参数均在一 1和+ 1之间取值.在非极化状态中， 

=0;对一个完全极化光子来说， 

参数I描写轴 S 或轴 r? 方向上的线极化.光子在这两个轴上 
线极化的几率分别等于 (1+U/ 2 處 (1— “)/ 2 .因此，^= + 1或 
一 1相应于这两个方向上的完全极化， 

参数 li 描写与I轴的夹角为史二兀/‘或免= — jt /4 的方向上 


的线极化.光子在这两个方向上线极化的几率分别等于 (l + li)/2 
或 （1 —1)/2. 只要把张量 Pv 投影在 e=(l, 士 1)/八1"方向 

上，就不难看到这一点. 

最后,参数 匕表 示圆极化度：按照式 (8. 6) ,光子具有右旋或左 
旋圆极化的几率分別等于（1 +匕）/2或 (1—h)/2. 由于两种极化 
对应着螺旋性± 1,很明显,在一般情况下， h 是光子螺旋性的 
平均值.我们还看到，对极化为 e 的纯态， 


^ 2 =z[(exe*) *n (8. 10) 

请注意(参看第二卷 §50): i 2 和 vimi 是洛伦兹变换的不 


①不要把参数符号与坐标轴 I 的符号混淆1 
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变量. 

后面我们还将遇到时间反演下斯托克斯参数的行为问题.容 
易看出，它们对这种变换是不变的.这一性质显然与极化状态无 

关，因此，只需对纯态证明即可.在量子力学中，时间反演相当于 
把波函数换成它的复共轭(第三卷 §18). 对于平面极化波，这意 
味着代换① 

ft ->— k ， Q - > — * (8. 11) 

在这种变换下,密度矩阵的对称部分 

~ ( e a e* p + e p et ) 

以及参数匕和都不改变. 参数心 在同一变换中的不变性可以 
由式 （8. 10) 看出，也可 以从匕 的意义（螺旋性的平均值）看出.实 
际上，螺旋性是角动量 i 在方向 n 上的分量，即乘积 rn ; 在时间反 
演下，这两个矢量都改变符号. 

在后面的计算中，我们需要把光子的密度矩阵写成四维形式， 
即某个四维张量的形式.对于用四维矢量~描述的极化光子 
而言,这个张量自然定义为 

— ( 8 . 12 ) 

在三维横向规范 e 二 （0, e ) 中，如果有一个空间坐标轴选在 n 上， 
这个四维张 fi 的非零分量便与式 （8. 7) 相合. 

对于非极化光子，三维横向规范对应于张量其分量为： 

Pik = Y Po»=Pio = Poo = 0 (8. 13) 

[如果一个轴在 n 方向上，就回到了式 (8. 8)]. 但是，直接利用这 
种三维形式的张量并不方便.不过，我们可以利用密度矩阵 

① e 的符号的改变是由于时间反演改变了电磁场矢量势的符号，而标量势不改 
变符号.所以，对四维矢量 e 采说，时间反演就是变换 

(“ ， e) - > (etf —e*)- (8.11a) 
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的规范变换 


(式中八为任意函数)，并假设 





就得到简单的四维表达式 

1 

Pfip - 2 "^!- 


(8. 14) 


(8. 15) 


以代替式 （8.13). 

部分极化光子的密度矩阵的四维形式很容易得到，只要把式 
(8. 9) 的二维张量先改写成三维形式就 行了： 

p ik =+ (e^e<p+ e^ef) + ^ ㈣ Vf + e^) 

— (e\ l) e ( p — e ( ^e ( P) + (e^e^ — e^e ^), 

式中是沿 S 轴和 ry 轴的单位矢量.然后，用类空的实四 
维单位矢量 V 2 > 代换这些三维矢量,就得到所要求的推广, 
« (2> 互相正交，并且与光子的四维动量&正交： 

❷⑴ 2 = e ( 2 )*= — 1, 

e (1) e <2) ― 0, (8. 16) 

e ⑴ Z;= e (2 )Ai= 0. 

在三维横向规范中, #>=((>, e <”), e <2 >=(0, e (2> ). 

所以光子的四维密度矩阵为 

(8. 17) 

四维矢量6 (1) ， e (2) 在实际选取时是否方使,要根据所研究问题的具 









体条件决定. 

必须注意，条件 (8.16) 并没有唯一地规定和的选取. 
如果一个四维 矢量匕 满足这些条件,那么,任何形如 e , 卞;^的四 
维矢量也将满足这些条件（因为沪= 0).出现这种非唯一性是因 
为密度矩阵在规范变换下也不是唯一的. 

式 (8. 17) 中的第一'项对应着非极化态，因此，按照式 （8. 15)， 
可以用 一 t v /2 代换它.这样的代换又相当于某种规范变换. 

当利用形如式 17) 那样的四维张量（由两个独立的四维矢 
量 表示） 进行运 算时，采用下面的形式手段比较方便.先把张量 
(8. 17) 写成如下 形式： 

' P^= 2 P (ab> ei a> ei by , 

a f b =1 

系数示成二行矩阵 



与任何厄密二行矩阵一样，它可以用四个独立的二行矩阵一泡 
利矩阵心, a 和单位矩阵1表示出来.具体表达式为 

P = y (l + f •< y *),4 ： = ( lufz . Is), (8. 18) 

只要利用著名的泡利矩阵表达式 （18. 5), 并与式 (8.17) 直接进行 
比较，就不难得到上述结果（当然，把三个量^1，纟2，纟3合并成“矢 
量1纯粹是形式上的，仅仅是为了标记上的方便). 

% 

习 题 

对坐 标“轴 ”为圆极化单位矢量 （8. 2) 的 表象写出光子 的密度矩阵. 

解 张 量在新坐标轴 O , 召=士1)上的分量乂#由张量(8.9)在单位矢 
悬 ( S . 2) 上的投影 得到： 
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p^U i+L ~ f#+i|i \ 

2 \ - 差 * —i!i 1 — itJ 

§9. 双光子系统 

用类似于§ 6中的讨论方法可以计算较复杂的双光子系统中 
可能状态的数目（几 JlaH ^ ay , 1948). 

我们将在双光子的质心坐标系中进行讨论.两个光子的动量 
是= —双光子系统的波函数（在动量表象中）可以表 
示成二秩三维张量 山 / n ), 即由两个光子矢量波函数的双线性组 
合构成的张量.这个张量的每一个下标对应一个光子 ( n 是方 

a 

向上的单位矢量）.每个光子的横向性由张量与矢量《的正 
交性表示： # 

Anni = 0 9 A lk ni — 0, (9. 1) 

光子的互相交换意味着张量為 ， 交换下标，同时改变 n 的符 

号.因为光子服从玻色统计，所以 

A ik (-n) = A ki (n). (9.2) 

一般来说，张量人*对其下标并不是对称的.我们把它分成 
对称部分(力*)和反对称部分这两个部分显 
然分别满足关系式 (9, 2) [以及正交性条件 (9,1)]. 由此 得出： 

S ik \ —*^) ~ (^) f (9.3) 

^ik( — n)= — a ik (n). (9.4) 

坐标反演本身并不改变二秩张量分量的符号，但要改变 n 的符 
号.因此，由式 (9. 3) 不难 看出： 波函数&对反演对称,即对应于 

①这样的参考系总是 j 存在的，除非两个光子在同一方向上运动.这种双光子的总 
动量 h + t 和总能量 cyt + CDz 之间的关系与单一光子的相同，因此，使 fei +** = 0 的参 
考系是不存在的. 
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光子系统的偶宇称态，而波函数对应 于奇宇 称态. 

二秩反对称张量等价于（对偶于）某个轴矢量 a , a 的分量可 

▼ 

以用张量的分量表示成二这里是单位反对称张 

量(参看第二卷§ 6). 张量％ :与矢量 n 的正交性意味着矢量 a 
和《是平行的①，因此，可以写出 a = n 9 P («), 这 里？) 为标量.按 
照式 (9. 4), 应该有 a (- n )= — a ( n ), 因此 

<p(^—n) = q)(n). 

这个等式意味着标量只能是偶数阶 z (包栝零阶)的球谐函数的 
一 次式. 

我们看到，反对称张量就其(对旋转的）变换性质而言，等 
价于一个单一的标量（与20页的脚注①比较).当给后者赋予零 
“自麁”，该状态的角动量就是由此可见，张量所对 
应的光子系统的状态具有偶数角动量 J 和奇数宇称. 

我们现在来研究对称张量既然当 n 改变符号时不 
变，它就对应着光子系统的偶宇称.由此得出，心，的所有分量均 
可用偶数阶 以包括 L =0) 的球谐函数表示.我们知道，任一对称 
的二秩张量都可表达成标量 Oh ) 与迹等于零 = 的对称 
张量之和 • 

标量心可赋予零“自旋”，因而它所对应的状态具有偶数角 
动量 J = 而张量•具有“自旋 ”2( 参看第三卷§ 57). 按照角 

动量叠加原理，把这个“自旋”与偶数“轨道角动量相叠加，我们 
求 得：当 /为非零的偶数时，可以有三个状态 ( L =/±2， J ), 而当 
J 为非1的奇数时，有两个状态士 1). 例外情形是 
(1 = 2 )有一个状态和1有一个状态 ( L =2). 


①由于 aik ^= eikiaip 正交性条件给出 

eikiaink — (nXa)*= 0. 
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但是，在这些计算中还没有考虑张量^ t 与矢量《的正交性条 


件.因此，还必须从上面所#到的状态数中减去与矢量 n “平行 


的二秩对称张量所对应的状态数.这样的张量（记做可以表 

亦成 


s ik~ + 双 J^i ， 

式中 b 是某一确定矢量.按照式 (9.3) 这个矢量应该满足条件 
b (- n )= ~ b ( n ). 由此可见，给出“多余”状态的张量等价于一 
个奇矢量.这个矢量只能用阶数 I 为奇数的球谐函数表示.如果 
再注意到这个矢量具有“自旋”为1，我们 求得: 对任一 J ^ o 的偶 
角动量，有两个状态（乙=/士1);而对任一奇数 J ， 有一个状态 

有一个状态 a = i ) 是一例外情形. 

将所得结果归结到一起，我们得出下表.表中指出双光子系 
统(总动量等于零)具有不同的总角动量 j 时，宇称为偶数和奇数 


的可能状态数： 

J 

偶宇称 

奇宇称 


0 

1 

1 


1 

2 k 

2 

1 

(9.5) 

t 

2^+1 

1 




为非零 的正整数）.我们看到，/为奇数时没有奇宇称态，且 
是不可能的①. 

双光子系统的波函数為;^决定了它们的极化态之间的相互关 
联.两个光子同时具有一定的极化 a 和 a 的几率正比于 

1 3 k' 

换句话说，如果已知一个光子的极化6，则另一个光子的 极化化 
正比于 


①这些结果的另一种推导方法可参看§ 70 习题 1 
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( 9 . 6 ) 


^2k 0c ^ik e li* 

当系统为奇宇称时, 等于反对称张量这时 

e 2 etcca ik euei h ^=0 f 

即这两个光子的极化互相正交.在线极化的情况下，这意味着它 
们的极化方向互相垂直;而在圆极化的情况下，则意味着两个光子 
的旋转方向相反. 

J = 0 的偶宇称态用对称张量描述，这个张量可化成一个标量 

const* d— 〜％)• 

因此，从式 (9.6) 得出& = 在线极化的情况下，这意味着两个 
光子的极化方向平行；而在圆极化的情况下则惫味着它们的旋转 
方向仍相反.既然/ = 0时两个光子的角动量在同一方向&上的 
分量和应该等于零（因为在相反方向1和匕上的分量——即螟 
旋性——这时是相等的)，后一结果是显而易见的. 






第二章玻色子 


§10. 零自旋粒子的波动方程 


在第一章中，我们从经典范围内场的已知性质出发，并依赖普 
通量子力学的概念，建立起对自由电磁场的量子描述，把场看作 
许多光子组成的系统.这种描述所具有的许多特点，也是粒子的 


相对论性量子理论描述所具有的. 

电磁场是具有无限多个自由度的系统.对这种系统，粒子(光 
子）数不守恒，具有任意粒子数的状态也是可能的①.一般来说， 
在相对论性理论中.任何粒子组成的系统都应该具有这样的性质. 
在非相对论性理论中，粒子的相互作用不影响它们的总质量(静止 
质量)，质量守恒定律决定了粒子数守恒.譬如说，一个电子系统 
的总质量没有改变，这意味着电子的数目也没改变.而在相对论 
力学中没有质量守恒定律,只有系统的总能量(包括粒子的静止能 
量）守恒.所以,粒子数不一定守恒.因而，粒子的任何相对论性 
理论都必须是无限多个自由度的系统的理论.换句活说，这样的 
粒子理论一定具有场论的性质. 



§64, § 65) .在电磁场的量子描述中，二次量子化算符是四维势不 
它由各个粒子（光子）的(坐标)波函数以及它们的产生、湮灭算符 
表达.在粒子系统的描述上，起类似作用的是量子化的波函数算符. 
为了建立这种算符，首先必须知道一个自由粒子的波函数形式及 


①当然，实际上光子数只能因不同的相互作用过程而改变. 
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这个函数所满足的方程. 

应该强调，自由粒子的场仅仅是个辅助槪念.真实的粒子总、 
处在相互作用中，理论的任务就是研究这些相互作用.而任何相 
互作用都相当于碰撞，可以把碰撞前后的系统看成自由粒子的集 
合.我们在§ 1中曾经指出，这是唯一可测量的客体.因此，我们 
利用自由粒子的场作为描述初态和终态的手段. 

让我们先考虑零自旋粒子的相对论性描述.这种情况下由于 
数学上简单，此种描述的基本思想和特点显得最为明白. 

只要给定自由粒子(无自旋)的动量 P ， 它的状态就完全确定. 
粒子的能量£为① e 2 = l > 2 + m 2 ( m 为粒子的质量)，或者写成四维形 
式： 

f = m\ ( 10 . 1 ) 

我们知道，动量守恒定律和能量守恒定律与空间和时间的均 

匀性相关，也就是说，与四维坐标系任意平移时的对称性相关.在 

量子描述中，这种对称性要求意味着，在四维坐标平移变换下，四 

维动量一定的粒子的波函数只能乘以一个相因子（其模等于1 ). 

满足这个要求的波函数只能是指数为四维坐标一次式的指数函 

’数. 换句话说， 具有一定四维动量圹= (6 1>)的自由粒子的状态 

波函数应该是一个平 靣波： 

const fx=et—p，r (10, 2) 

(在相对论性理论中指数上的符号选取本身是任意的，此处的取法 
与非相对论情形相合). 

对满足条件 （10. 1) 的任意四维矢量久波动方程应该有 （10. 2) 
的函数作为特解.叠加原理 要求： 函数 （10. 2) 的任意&性组合也描 
述粒子的状态，因而也应该是方程的解.因此，方程应该是线 it 


①我们用£表示一个粒子的能量，以区别粒子系统的能量丑. 



的.最后，方程的阶数应该尽可能低，.较高的阶数会产生多余 
» 

的解. 

自旋是粒子奄与其相对静止的参考系中的角动量，如果粒子 
的自旋为〜那么在静止参考系中，它的波函 数是& 秩三维旋量， 
而为了描述任意参考系中的粒子,波函数应该用四维量表示. 

零自 旋粒子在静止参考系中用三维标量描述，但是这样的标 
量可以有不同的四维“根 源”： 四维标量少或类时的四维矢量 t 的 
第四个分量.在静止参考系中，四维矢 量化不 为零的 分量只 
有 俄 

对自由粒子来说，能够进入波动方程的唯一算符是四维动量 
職 P ， 它的分量是坐标和时间的微分 算符： 

p M= — iv)_ (10. 3) 

波动方程必须是用算符#表示的量# 和心 之间的微分关系. 
这种关系当然应该表示成相对论不变式，即 

P 冰， (10. 4) 

式中的 m 是表征粒子的有量纲的常数②. 

把式 oa 4 )的第一个方程中的 A 代入第二个方程，我们得到 

( p 2 — m 2 )f = 0 (10.5) 

(O. Klein,B* A. Ook , 1926; W. Gordon, 1927). 这个方程的明显 

形式是 

+ ( 10 . 6 ) 

将平面波形式 （10.2) 的 0 代入其中，我们得到 〆 = m 2 . 由此可 

① 与此类似，较高秩四维张量的时间分 量也是 其“根源”，伹 是这种 情况会导致较 
髙 阶的方程式. 

② 式 (10.4) 中引人的常数 m 应使0>和0具有同一量纲.在这两个方程中引入 
不同的常数阶和心是毫无意义的，因为只要重新定义於和"总可以使它们相同. 
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见, m 是粒子的质量.我们看到,方程 （10. 5) 的形式是显而易见的, 
因为 P 2 是可由#组成的唯一的标量算符（由于同样的原因，对具 
有任意自旋的粒子，其波函数的每一个分量都满足类似方程—— 


后面我们将不止一次地看到这点). 

由此可见，零自旋粒子基本上只用一个遵守二阶方程 （10. 5) 
的单一（四维)标量0描述.在一阶方程 （10. 4) 中，起波函数作甩 
的是量#和九的集合，而四维矢量 A 为标量0的四维梯度.在 
静止参考系中，粒子的波函数与(空间)坐标无关，因而四维矢量 A 
的空间分量理应为零. 

为了进行二次量子化，最好把粒子的能量和动董表示成 (0 和 
r 的)某个双线性组合的空间积分,此双线性组合代表这些量的 
空间密度.换句话说,必须求出方程 （10. 5) 所对应的能量 ■■动 量张 
量借助这个张量，能量和动量守恒定律表示成方程 




( 10 . 7 ) 


按照场论的一般法则（参看第二卷 §32), 我们先写出能导出 
方程 (10. 5) 的变分原理.变分原理要求,对某个实四维标量 1 —— 
场的拉格朗日函数密度①—— 


的“作用量积分” 


S = ^Ld 4 x ( 10 . 8 ) 

应取最小值.利用标量 0( 和算符 #) 可以组成实双线^标量表 
达式 • 

L = (10.9) 

式中 m 是有量纲的常数.把分和，看成描写场的独立变量（场的 
“广义坐标” g ), 则不难看出拉格朗日方程 


9 9L ^9L 
dx ^ dq 、 厂 9 q 


( 10 . 10 ) 


①相应的二次置子化算符 i 叫做场的拉格朗日麗.为了简化术语，不管是对 “: SL 
子化的”还是对“非董子化的”拉格朗日函数密度，我们将都用拉格朗日置这个术语， 
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(兮 ，卢^ 实际上就是关于妒和，的方程 （10. 5), 而且 m 是粒 
子的质量.我们还看到，表达式 （10. 9) 中的符号取法应使对时间 
微商的平方 I㉞ /以| 2 在1中具有正号;否则，作用量不可能具有 
最小值（比较第二卷 §27). 1中数值因子的选择是任意的（只影 
响於的归一化系数). 

现在按照公式 


TUq ， J^ -- L&1 ( 10 . 11 ) 

d( l， V 

计算能量-动量张量(对所有的 g 求和).把式 （10. 9) 代入，我们 
得到 


十 K.d 抻 一 Lg” ( 10 . 12 ) 

(既然 Z 是实数，这些量自然都是实数)，其中 

+ + (10. 13) 




(10. 14) 


场的四维动量由积分 

P , = JV , od 3 a : (10. 15) 

给出，即 T 。。 和 2 V 起着能量密度和动量密度的作用.我们看到, 
量7。。必然是正的. 

公式 （10. 13) 可以用来对波函数归一化.一列归一化为“体积 
F -1 中有一个粒子”的平面波可以写成如下 形式： 


tpZ=z ~7T^ 


(10. 16) 


由于这个函数的 ^oo = 因而 V =1 的体积 中的总 能量等于一个 

粒子的能量. 

角动量守恒与空间的各向同性相关.我们也可以把角动量表 
示成空间积分的形式，不过这种形式以后并不需要. 
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最后，除了直接与空间 _ 时间对称性相联系的守恒定律外，方 
程 （10. 4 )还容许一个守恒定律.实际上不难看到，由于式 (10. 4) 
(以及关于於#的同样的方程）可得方程 

A 少= 0, (10.17) 

这里 

(10. 18) 

由此可见， r 起着四维流密度矢量的作用.这时， （10.17) 是表 

达量 

Q=\jod z x (10. 19) 

•- •. 

的守恒定律的连续性方程，式中 

= *普一嘴％ )• (10. 20) 

请注意， 么不 一定是正量.这表明 ， i 一般不能解释成粒子 
空间位置的几率密度.方程 （10. 17) 所表达的守恒定律的意义将 
在下一节阐述. 

§ 11. 粒子和反粒子 

按照二次量子化方法的一般步骤，我们必须把任意波函数按 
一个自由粒子全部可能状态的本征函数展开，例如，按平面波 h 
展开： 

0= y >*= Sag 泠 P . 

p p 

然后把系数 dpy a % 理解成粒子在对应状态中的湮灭算 d * 和产生 
算符“①.. . 

①由于后面要把“负 频率” 的函数记作我们在这 M 用四维动置作0函数的 
下标.我们用三维动量 p 作算符^ >的下标，因为 p 能完全决定真实粒子的状态. 
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但是，这里随即出现一个新的（与非相对论性理论比较)原则 
性问题.在作为方程 （10. 5) 的解的平面波中，能量 M 当动量 P 为 
一 定时)只需满足条件 = 即可能有两 个值： 士 

作为自由粒子的能量，只有正的 e 值才有物理意义.但是，简单地 
舍去这个负值也是不容 许的： 波动方程的通解只能通过叠加它的 
全部独立特解而得到.这种情况表明，必须对 A 和於* 的二次量 
子化展开式系数作一些不同的解释. 

我们把这个展开式写成 




P 


O 


2 


p 


▲ 




( 11 . 1 ) 


式中第一个求和号下是按照 （10. 16) 归一化的正“频率”的平面 
波，而第二个求和号下是负“频率”的平面波， e —直代表正量 
十进行二次量子化时，第一个求和中的系数4 +) 通常 
由粒子的湮灭算符~代替.至干第二个求和，在以后导出矩阵元 
时将会看到,其中各项的时间关系不是对应粒子的湮灭，而是对应 
粒子的产生;因子 ( e - h ) * 对应终态中一个能量为 e 的额外 
拉子（与§2末比较).与此相应，系数 flf 由别的某种粒子的产 
生算符代替.如果将 （11. 1) 中第二个求和改为对 一 P 进行， 
以使指数因子具有的形式，就得到如下形式的於 算符: 

P 1 (11. 2) 

^ + ^^^~(6pQ hxj r6 p e~ ipx ). 


可以看出，所有的算符〜，&都与“正确的”时间相关函数(〜 

相乘，而与它们的复共轭函数相乘.这样就与一般规则相 
符合，可以把算符〜，&解释成具有动量1>和能量 e 的粒子的湮 
灭算符，而65为这些粒子的产生算符. 
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这样一来，我们得到两 类同时 且平等地出现的粒子的槪念.这: 
两类粒子分别叫做 粒子和反粒子 (这个名称的意义将在下面谈 
到).一类对应于二次量子化算符“，另一类对应于心,衫•既 


然两类粒子的算符出现在同一个#算符中，它们就具有相同的 


质量. 

我们也可以从相对论不变性的观点出发来研究这些结果. 

从数学上讲，洛伦兹变换是包括改变时间轴方向的四维坐标 
系的转动(这些转动与不涉及时间轴的纯空间转动一起，组成一个 
变换群，叫洛伦兹群 ( D ). 所有洛伦兹变换都不会使《轴超出相应 
的光锥.这表达了一个物理原理——存在着信号传播的极限速度. 

既然四维反演的变换行列式与其它转动变换的行列式一样等 
于+ 1,那么，同时改变四个坐标的符号在纯数学的意义上也是一 
个转动.这时，时间轴从一个光锥转向另一个光锥.此种情况虽然 
意味着这样的变换(作为参考系的变换)在物理上是不可能的，但 
是从数学方面来讲,差别仅 仅是： 由于度规是伪欧几里德的,如杲 
没有坐标的复变换伴随,这样的转动就不可能实现. 

自然可以认为，这种差别对四维不变性并不重要.对洛伦兹 
变换不变的任何表达式对四维反演也应不变.对于标量#算符， 
这一要求的确切表述将在§13给出.我们在这里可以看出的是， 
既然代换 t — t 改变指数中 e 的符号，0算符无疑就要同时存在 
两项 （ e 的符号不同的两项). 

现在让我们回到表达式 （1 L 2)，以确定算符(和 
之间的对易关系.对于光子,是根据与谐振子的相似性(实质上是 
根据 电磁场在经典极限情形下的性质)得到算符 M 的 对易关 


①所有三维(空间）转动的集合本身组成一个群，它是洛伦兹群的子群.洛伦兹 
变換的集合本身并不是一个群,这是因为,连续进行洛伦兹变換的结果，可以是一个純 
粹的空间转动. 
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系.现在没有这样的相似性.为了确定(玻色 a 文费米)算符的对易 
定则，我们可以遵循的只有由这些算符建立起来的哈密顿算符的 
形式. 

用#和??+代替积分中的 0 和 r ①,就能得到哈密 
顿算符(参看第三卷§ 64). 由此我们求出 

(u. 3> 

p 

不难看出，为了使这个哈密顿算符的本征值具有合理的结果， 

只有假定算符满足玻色对易 定则： 

{5 P , 6 — = 1 ( ll . 4) 

(其它各对算符都对易，其中包括粒子的全部算符、，銘和反粒子 
的全部算符心，对易).实际上，在这种情况下， 

6 = ^ ^ + 6jSp+ !)• 

p 

乘积 W 〜和 6 + P 6 p 的本征值等于正整数和—粒子数和 
反粒子数.无限个相加常数真空能量”）可以再次 删去： 

丑=2 e ( N p + N p ) (11. 5) 

p 

[与公式 (3.1) 及其注解比较].这个表迖式本质上是明确的，对应 
着两种实际存在的粒子.类似地,我们得到粒子系统的总动量 

尸=2>(汉1> + 义). ( U - 6) 

P 

如果我们用费米对易关系代替式 ( U . 4) (用反对易子代替对 


①在非相对论性理论中，习惯上把共轭算符^写在少的左边.此处臏序无关紧 

要，因为$+和0的交换只引起等效算符^和 L 的交換.但是，某种順序一经选定》 
就必须始终遵循. ’ 


• 47 • 



易子)，将会得到 


p 

这时，代替式 (11. 5) 的是没有任何物理意义的表达式2奴^^一 
N p )； 这个表达式不是正定的，因而不可能是自由粒子系统的能量. 
由此可见，零自旋粒子是玻色子. 

下面我们来研究式 （10. 19) 的积分 Q . 用算符^和^代替 
j ° 函数中的4和并进行积分，可得到 

0-2] ( ata p -6 p 6 + p )^ J 2 ⑽ pHi )， (11. 7) 

P P 

这个算符的本征值(略去无关紧要的相加常数 21) 是 

Q 二 ( 1L8 ) 

P 

即等于粒子总数和反粒子总数之差. 

只要我们研究的是自由粒子而不考虑它们之间的任何作用， 
量 g 的守恒定律就仍然在一定意义上是有条件地成立的：这时总 
能量 （11. 5) 和总动量 （11. 6) 守恒定律也是一样.不仅是总和0， 
而且每一个数 Wp 实际上都守恒.存在相互作用时量 G 是否 
还守恒，这取决于相互作用的性质.如果 G 守恒（即算符6与相 
互作用的哈密顿算符对易），则表达式 (1 L 8) 表明了这个守恒定律 
对粒子数的可能改变所加的限制：只可能是“粒子+反粒子”对产 
生和湮灭. 

如果粒子带电，则它的反粒子应该带相反的电荷.如果粒子 
和反粒子的电荷相同，它们成对地产生或湮灭就与_格的自然定 
律——总电荷守恒相抵触.下面 （ § 32 )我们将看到，^当粒子与电 
磁场相互作用时，理论如何自动地得出这种电荷的相反性. 

量©常常称为该粒子场的 电荷. 对带电粒子来说， G 给出系 
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统的总电荷(以基本电荷 e 为单位).但是我们要强调指出，粒子 

. * • 

和反粒子也可以是电中性的. 

这样，我们看到，能量和动量的相对论性关系的性质（方程 
/ = / + 的根的双值性)与相对论不变性的要求一起，在量子理 
论中导致一个粒子分类的新 原理： 可能存在着各种不同的粒子对 
(粒子+反粒子)，它们按上面所描述的方式相互关联.这 个著名 
的预言是狄拉克1930年(对自旋1/2粒子)首次做出的，当时第一 
个反粒子一正电子还没有发现 

§ 12. 真中性粒子 

对 於函數 （11. 1) 进行二次量子化时，系数被看成 
不同粒子的算符.但这并不是必需的.在特定情况下，#中所含 
的湮灭算符和产生算符可以属于同一种粒子.比较式 (2. 17) 可知, 
光子的情况就是如此.这时，用~和0分别表示湮灭算符和产 
生算符，0算符可以写成 

去(〜” + 奵 #)• (12. 1) 

P 

用这种算符所描述的场，是仅由一种粒子组成的系统.因此可以 
说，这种粒子“与自己的反粒子相同”. 

算符（ I 2 . 1) 是厄密的 + 这样的场与 (# 和#+不相同 

的）复场比较，自由度减少了一半. 

因此，用厄密算符0所表示的场，其拉格朗日算符应多一个 
1/2因子[与式 （10. 9) 比较] 

① 反粒子的槪念由 Weisskopf 和泡利推广应用于玻色子 （ V . Weisskopf , W. 
Pauli，1934). 

② 将电磁场的能量密度算符 （2.10)( 用厄密算符£:和表示）与光子的能置密 
度(:3.2> (用复波函数表示）比较，就会发现这里也有类似的额外因子 I / 2 *参看§ 3 的 
注解. 
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L = ( 12 . 2 ) 

相应的能量-动畺张量为 

f ^ — * d v ^~ Lg ^, (12. 3) 

因而能量密度算符为 

^00= (If-)* - t =y[(|f -) 2 + ( V ^) 2 + »» 2 ^]. (12.4) 

把式 （12. 1) 代入积分就得到场的哈密顿算符 

+ ( 12 . 5 ) 

P 

由此,再一次看到玻色量子化的必 要性： 

{d pf d；}.^l ( 12 . 6 ) 

和能量本征值(再次略去相加常数） 

E=^e P N p . ( 12 . 7 ) 

P 

而费米量子化将导致不合理的结果—— E 值与无关. 

用反粒子代换粒子时<2要改变符号，而现在粒子和反粒子一 
样，所以很明显，这种场的“电荷” G 等于零.既然当0 = 0+时，守 
恒的四维矢量算符 

• 幻 （12.8) 

为零(矢量 M 本身不守恒)，因此，四维电流密度矢量也就不存 
在.这又漉味着没有特别的守恒定律限制粒子数的可能改变.显 
然,这样的粒子是电中性的. 

我们称这种粒子为真中性粒子，以便与具有反粒子的电中性 
粒子相区别.后者只能成对地湮灭(转化成光子)，而真中性粒子可 
以单个湮灭. 

0算符 （12. 1) 的结构跟电磁场算符 (2.17) —(2. 20) 的结构类 


• 50 • 



1 在这个意义上说，光子本身就是真中性粒子.对电磁场，算符 
的厄密性与场强的可测量性(在经典极限下)——因而也是它的实 
在性——相联系.而对粒子的0算符,这样的联系不再存在，因为 
它们一般并不对应任何直接可测的物理量. 

不存在守'恒的四维流矢量,这是真中性粒子的普遍性质，与自 
旋是否为零无关(例如,光子就是如此).在物理上,这表示对于粒 
子数的改变不存在相应的禁戒.从形式上看，守恒流不存在是与 

r 

场的实在性(即算符#的厄密性)有直接联系的. 

复场的拉格朗曰量 

L = 9^ + 々唪 一 mH (12. 9) 

对於算符乘以任意相因子的变换 

♦ —— >e ia ^ 9 ♦+ —— ( 12 . 10 ) 

是不变的（这种变换叫 规范变换). 特别是，拉格朗日量在无限小 
规范变换 

♦ >?/ + - + — ( 12 . 11 ) 

下是不变的. 

当“广义坐标”？有一无限小变化时，拉格朗日量经历如下 

变化 

(对所有的 g 求和).第一项因“运动方程”（拉格朗日方程)而为零. 
如果取算符《和#+为“坐标且 

— 8^ + = —i8a^ + f 

我们得到 



由此可见,拉格朗日算符不变 do ) 的条件,等价于四维矢量 



( 12 . 12 > 


的连续性方程( I 少=0乂不难看出，对拉格朗日量 （12. 9) 应用这 


个公式，就可以导出流 （12. 8) 式， 

这样，在理论的数学表述上,守恒流的存在与拉格朗日量在规 
范变换下的不变性相关 ( W . Pauli , 1941), 而真中性场的拉格朗曰 
量 （12. 2) 不具有这种对称性. 


§ 13. C,P,T 变换 

与四维反湞不同，三维(空间)反浪不能化为四维坐标系的任 
何转动.这个变换的行列式不是+ 1,而# — 1. 因而，在反演 (P 
变换)下粒子的对称性已不能由相对论不-性确定①. 

对标量波函数进 行反溃 运算就是变换 

P 伞 （ t ， r) 二: ( 13 . 1 ) 

等式右边的符号“卜”或“一”分別对应真标量或赝标量. 

由此可见，必须把反演变换下波函数行为的两个方面区分幵 
来，其中的一个方面与波函数对坐标的依存相关.在非相对论性 
量子力学中只研究这个方面，并由此引出描述粒子运动对称性的 
宇称概念(我们在这里称它为轨道宇称).如果状态具有一定的轨. 
道宇称 （+ 1 或一1)，这就意味着 

— r )= 士垆 G , r ). 

另一个方面是坐标轴反演时波函数在给定点（为方便起见，取 
这点为坐标原点)上的行为，由此引出粒子内禀宇称的槪念.对于 
零自旋粒子，式 （13.1) 中的两种符号对应于内禀宇称+1或 一1. 

①包含空间反演的洛伦兹群叫 扩展洛伦兹群 (以区别不包含 i 3 的原群；在这 个/念 
义上，原群被称为正 洛伦兹群). 扩展群包括了使 < 轴仍留在相应光锥中的所有变换 • 
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粒子系统的总宇称是它们的内禀宇称和相对运动的轨道宇称的 
乘积. 

各种粒子的“内稟”对称性只在这些粒子的相互转变过程中才 
显现出来.在非相对论性量子力学中，和内禀宇称类似的东西是 
一个复合系统(例如原子核)的束缚态的宇称.在相对论性理论中, 
复合粒子和基本粒子之间没有原则上的区别，因此它们的内禀宇 
称和那些在非相对论性理论中基本粒子的内禀宇称没有什么不 
同.在非相对论范围内，基本粒子被认为是不可改变的，观察不到 
它们的内禀对称性，因而讨论内禀对称性就失去物理意义. 

在二次量子化中，内禀宇称由反演变换下0算符的行为表示, 
与标 量场和 赝标量场对应的变换规则是 

P ： Ut ， r 、 ― >±f(t ，一 r). (13. 2) 

反浪变换对#算符的作用应该表述成粒子湮灭算符和产生算符的 
一 个特定变换,这样的变换应能产生 (13. 2) 的结果.不难看出，这 
样的变换是 

P ： cip - ^ 士合 -p, -> 士 6- # (13. 3) 

{共 轭算符也是这样).实际上，在算符 

= + + (13. 4) 

P ’ 

中进行这种代换，然后改写求和变量 Op ― >_!>), 就把它变成了 
士 0( 〖，一 r ) 的形式.由此可见,如果用 0 p G , r ) 表示按 (13.3) 变 
换过的算符,就可以写出等式 

♦ p (t ， r) = ± + (t ，一 r). (13.5) 

既然反演改变极矢量 P 的符号，使动量为的粒子变成动量为 
— P 的粒子,变换 （13. 3) 就是完全合理的. 

算符心和~按式 (13. 3) 变换时，二者或都取上面的符号，或 
都取下面的符号.在二次量子化中，这是粒子和反粒子（自旋为零 
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的）内禀宇称相同的表现.因为自旋为零的粒子和反粒子用同样 
的(标量或赝标畺)波函数描述，显然它们有相同的内禀宇称. 

在相对论性理论中，还有一种变换对称性是非相对论性理论 
中所没有的.这种变换叫电 荷共轭 变换).如果把所有的算符 
和交换： 

0 ： (t p - > 6 P , 6 P - >it p ( 13 . 6 ) 

、即粒子和反粒子互相取代)，那么#变成“电荷共轭”算符？ 
并且 

= ( 13 . 7 ) 

这个等式表达了理论中粒子和反粒子概念的对称性. 

我们看到，在电荷共轭变换的定义中存在着某种无关紧要的 
形式上的任意性.如果在式 （13. 6) 的定义中 引入一 个任意的相， 
因子 

&p —— >e ia 5” i p —— >c~ ict 6 P9 

变换的意义并不改变.这时 

♦ — >e iat ^ + , — 

若两次重复这个变换，将回到原状 (# —然而所有这些定义 
都是互相等价的.由于0算符的性质不因乘以相因子而改变（与 
上节末比较)，所以我们可以把#改写成 # e 〜 2 . 这样，我们重又 
回到电荷共轭的定义 （13. 6), (13. 7). 

由于电荷共轭把粒子变成与它不同的反粒子，所以，在一般情 
况下不会有粒子或粒子系统的新性质出现. 

由相同数目的粒子和反粒子组成的系统是一个例外.算符 (T 
使这样的系统变换成它本身，因此在这种情况下，算符具有本征值 
为(7=士1(由<? 2 =1得出）的本征态.为了描写电荷对称性，’我 
们可以把粒子和反粒子看成同一粒子的两个不同的“电荷状态”， 
区別在于电荷量子数<?= 士1.系统的波函数是轨道函数和“ 电荷" 
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函数的乘积，并且当同时交换任一对粒子的所有变量(坐标和电. 
荷)时，该波函数是对称的.“电荷”函数的对称性决定系统的电荷 
宇称（参看习题)①. 

对“真中性”系统自然产生的电荷宇称概念，也应该适用于真 
中性的“基本”粒子.在二次量子化中，这个槪念由等式 

(13.8) 

描述，符号 a + ” 和“一”分别对应电荷偶宇称粒子和电荷奇宇称 
粒子. 

§ 11中曾经指出，相对论不变性也应该意味着四维反演不变 
性.对于（四维转动意义上的）标量场算符，这意味着四维反演变: 
换应该给出 

H“r ) —^(― i,—r), 

右边总是带正号，用算 符心， 的变换术语来说，於 a r) 变成. 
H—t ， _ r ) 是通过交换 (13. 4) 中〃和的系数，即通过代换 

6,->5 J , 6 p >^p (13. 9)* 

实现的.由于心算符变为 h 算符,这个变换包含着粒子变为反粒 
子.我们看到，在相对论性理论中，自然而然地要求在空间反演 

( P ), 时间反演0 7 )和电荷共轭 ( C ) 联合变换下的不变性，这叫做 

CPT 定理 ②. 

然而，在这里要适当强调一下， a 然本节和§ 11, § 12中的讨 
论是普通量子力学和经典相对论槪念的自然发展，但是所得到的 
结论，不论在形式上（同时包含粒子的产生算符和湮灭算符的$算 
符），还是在本质上(粒子和反粒子)，都起出了普通量子力学和经 
典相对论的范围.因此,这些结论并不是纯粹逻辑上的必然，而是 

① 我们在这里讨论的是零自旋粒子，但所用的方法可以直接推广到其它自旋盼 
情形.作为例子,可参看§27的习题. 

② 这个定理是由 G _ L ( uiers (1954) 和 W . Pauli (1955) 阐明的. 
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包含着新的物理原理.这些原理的正确性只能用实验鉴定. 

如果用表示经过变换 （13. 9) 的算符 (13. 4)，那么 
可以 写出： 

夺 CPT (t ， r) 二命 (~t, 一 r). (13. 10) 

这样一来，如果把四维反演表述成变换 （13. 9) ,我们也就能对 

妒算符建立时间反演变换的 表述： 与变换（称为组合反演)一 
起,它应该给出式（ I 3 . 9). 考虑到定义 （13. 3) 和 （13. 6), 我们求出 

T ： a p — >±C P , S p —^±&t p (13. li) 

[符号 士与式 （13. 3 )中的符号对应].这个变换的意义十分 明显: 
时间反演不仅使动量为 p 的运动变成动量为 一/> 的 i | 动，而且也 
交换矩阵元中的初态和终态.因此，动量为 P 的粒子的湮灭算符 
由动量为一 P 的粒子的产生算符所代替.在式 (13. 4) 中进行代换 

會 

(13.11) 并改写求和变量 （p — >—!>), 我们得到① 

= f ， r). (13. 12) 

这个等式类似于量子力学中时间反演的一般 规则： 如果某个 
状态用波函数 0(1 r ) 描述，则“时间反演”状态由函数 r (—“ r ) 

描述.变成复共轭函数是 因为： iK、 须恢复因£的符号改变而遭到 
破坏的“正确的”时间相关性 （E. P. Wigner,1932). 

既然变换 T (因而还有 CPT ) 变换初态和终态，它们就没有本 
征态和本征值，因而也就不能给粒子本身带来新的特性.它们应 
用于散射过程的推论，将在§ 69, §71中讨论. 

现在我们来研究当进行 G P 和 T 7 变换时，四维流矢量算符 
少(I 2 . 8) 如何改变.变换 （13. 2) 和代换(3。, D ―>(3。,一 A) 给出 

P ： CfJ) t ,r~>C3\-h^-r, (13. 13) 

①如果定义运算？ 1 时不考虑別的变换，那么相因子的选择就存在着任意性，这和 
定义运算 C 的情况 相同. CPT 对称性的要求意味着，只能对变换 C 或变换 T 中的一 
斗任意选择相因子. 
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这和真四维矢量的变换一样.如果算符？5和一对易，则变换 
(13. 7) 只给出 

^(―;°， — i )(， r . (13. 14) 

但是，这些算符的不对易性仅仅是由于具有相同 P 的算符心和 
M (或 心和 M ) 不对易.从对易定则 （11. 4) 可知，交换这些算符 
只会出现与占有数(即与场的状态）无关的项.略去这些无关紧要 
的项[如在式 （11. 5 ), (11. 6) 中那样],重又回到规则（13_ 14) .它 

的物理意义很 清楚： 当进行粒子-反粒子代换时，电荷共轭改变四 
维流所有分量的符号. 

既然时间反演运算调换初态和终态，它就要改变算符乘积中 
因子的次序.例如， 

(^ + d^y=(dJ) T (4 + ) T . 

但在此处它并不 重要： 由于#算符(在上述意义上)对易，使因子 
回到原来的次序对结果并没有影响.又由于在时间反演时(％, 
D 一 >( 一 4,4)， 我们求出流的变换规则 

T ： ― (13, 15) 

三维矢量 i 改变符号，与这个量的经典意义相符. 

最后,当进行 cpt 变换时,我们有 

OPT: (j° 9 j) itV >(—i 0 , — (13.16) 
与这种运算的四维反演的意义 一致. 在这里必须强调，由于四维 
反演就是四维坐标系的转动，所以不存在两种类型的任意秩四维 
张量（真张量和赝张量）. 

以上我们研究的都是自由粒子.当我们研究相互作用粒子时， 
就有确定的选择定则与之相关!，这些选择定则允许或禁止一些特 
定的过程.只有在这种情况下，宇称量子数才具有实在的意义.但 
是，只有守恒特征值,即与相互作用粒子的哈密顿量相对易的算符 
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豹本征值，才具有这种意义. 

由于相对论不变性，变换算符总是与哈密顿算符对易. 
至于 C 和 P (以及 T ) 的单独变换，实验表明，电磁相互作用和强相 
互作用是不变的，因而相应的宇称量子数在这些相互作用中守恒. 
A 5 在弱相互作用中，这些守恒定律遭到破坏 

我们预先 指出： 带电粒子与电磁场的相互作用算符是四维矢 
量算符』和 i 的乘积.既然电荷共轭改变 i 的符号，那么电磁相 
互作用对这种变换的不变性就意味着2的符号也必须改变.换句 
话说，光子是奇电荷宇称粒子. 

算符』的上述行为与经典理论中四维勢的性质相符合.实际 
上，由变换 

C: (^09 - >{~A Qf — A) tf r, 

Pi C^o, A) 一 ^A) “一 f ， 

CPT ： a 0 ? A)— 

可以得出： 

T : ( Ao , A ) -烏，— A.)- ttr 

这与时间反演下电磁场势变换的经典规则相一致. 

C 7 PT 不变性对粒子自身的性质没有任何限制，但是它在粒子 
和反粒子的性质之间建立了一定的联系.首先，粒子和反粒子的 
质量相等.只要回想一下§ 11中阐明的粒子和反粒子概念的引入 
与四维反演之间的联系，这一点就是很清楚的. 

其次，由不变性得出，粒子和反粒子的电矩和磁矩矢量 
与自旋矢量之间的比例系数只差一个符号.实际上，磁矩在 C -变 

①弱相互作用中宇称可能不守恒的思想是李玫道和杨振宁首先提出的 （ T . D . 
JLcc , C . N . Yang , 1956). 在这以前，狄拉克曾提出物理定律不一定具有尸不变性和 
T 不变性的一般思想 （1949). 
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换和变换时要改变符号，因为它是轴矢量，对变换却是不变 
的.所以，变换当把粒子变成反粒子的时候，同时并不改变 
磁矩的符号，而自旋矢量却要变号.同样的道理，对于电矩来说， 
它在时间反演时不变号而在变换时和在空间反演时（由于它是 
极矢量）要改变符号. 

P 不变性或 T 不变性(如果遵守这种不变性的话)对每种粒子 
的性质都有 限制： 它们禁止粒子具有电偶极矩.事实上，对静止 
的基本粒子来说，由它的0算符所能组成的唯一矢量，就是它的自 
旋算符矢量.这个矢量对 P 变换呈偶性而对 T 变换呈奇性，所以 
只能用它定义磁矩而不能用它定义电矩.我们要着重指出，只要 
存在/>不变性和 r 不变性中的一个，就足以产生这种禁戒. 

习 题 

设有由零自旋粒子和它的反粒子组成的二粒子系统，其相对运动的轨道 
角动量为试确定此系统的电荷宇称和空间宇称. 

解交换二粒子的坐标等价于对质心的反演，所以可给轨道函数乘以 
(一 1)3 交换电荷变量等价于电荷共轭，可令波函数中的“电荷”因子乘以所 
求的宇称 G 根据条件0(—我们有 

系统的空间宇称 尸是二 粒子的轨道宇称和内稟宇称之积.因为^子和反粒 

子的内禀宇称相同，所以在此情况下 ， P 等 于轨道宇称： 

P- (一 IV. 

§14. 自旋为1的粒子的波动方程 

自旋为1的粒子在其静止参考系中用三分 S 波函数——三维 
矢量描述，这样的粒子常称 为矢置粒子. 究其四维根源，这个矢量 
可以是四维类空矢量 〆 的三个空间分量，也或许是二秩的四维反 
对称张量的混合分量.在静止参考系中，< 的时间分量(少°> 
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和分”的空间分量（於，为零 

波动方 程是 〆 和， v 之间的微分关系，可以通过下面的两彳 
关系式建立起来： 

ii^ v = P ^ K ~^ P v tM ， (14. 1) 

im 2 0 p =^ v Vv v ， (14.2) 

式中 p=i9(A. Proca, 1936). 对方程 （14. 2) 的两边施行运算〆, 

(由于的反对称性质)我们得到 

= (14.3) 

把方程 （14.1) 代入 (14. 2)，消去 ^ v , 考虑到式 (14. 3), 我们 
得出： 

(p z — m 2 )ip M = 0 9 (14. A) 

从这里再次看到（与§10比较)， m 是粒子的质量.由此可见，0 
旋为1的自由粒子可以用一 个闪维 矢量，描写,它的分量满足二 
阶方程 (14. 4 )以及补充条件 （14. 3). 后者从，中消去了属于零 
.自旋的部分. 

在静止参考系中，6与空间坐标无关，我们 求出：，化 = 0. 
又由于 #Vo = m 0 o > 因此我们看到，在静止参考系中，果然 ^o = 0, 
分<*也为零. 

自旋为1的粒子可以具有不同的内禀宇称，由，是真矢暈还 
是赝矢量决定.在真矢量的情况下， 

多 —妒）, 

而在赝矢量的情况下， 

多 <=(―0°,妒 ’)_ 

方程（I 4 . 1), (14. 2) 可以利用拉格朗日函数 

①我们预先指出，四维矢量 Vv 和四维张置以〜的集合对应着二秩四维旋量 

刀的集合，并且和是反演变换下可以互相转换的对称旋置（參看 
§19). 
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v 


0 〜 Wv— 认 ) 




2 


(14. 5> 


由变分原理得到 . A , 0〗， t v , 在式中起独立广义坐标的作 

h 

用①. 

为了求出能量-动量张量，公式 (10.11) 在这里并不十分合适， 
这是因为它会引进一个需要进一步对称化的非对称张量.作为代 
替，可以利用公式 


^2^ flvw—g 


9 I 


dx x dg 




(14. 6) 


在这个公式中，假设 1 被表达成对任意曲线坐标都合适的形式（参 
看第二卷 §94). 如果 Z 只包含度规张量〜，的分量（而没有这些 
分量对坐标的微商)，则公式简化为 


T 


2 2d —gL 


—9 办" 


2 奈 U 


(因为 dlng = — v ). 

由于公式 （14. 6) 中不是对 H 求导，在应用此式时就不必 
认为这些量是独立的.我们可以直接利用关系式 （14. 1) 把拉格朗. 
日函数 （14. 5) 改写成 


L 


寸 ^ 伞 m vp + m 2 伞绅 tg ” ， 


2 


(14. 7) 


这时 


r 〜= u ”一 0』 i + m 2 (垆; {九 + 


+穸” { ~2 ^PA P i )ip * 




(14. 8) 


其中，能量密度表达式 


①如果我们只对进行变分[假定 0 MV 已按照 04.1) 用表达],则方程 
(14. 3) 作为与变分原理无关的附加条件应该是必需的. 




61 ， 



Too = ~iuWh+ 少 Si + 讯 2 (‘奶 (14. 9) 

必然是正的.守恒的四维流密度矢量表达式为 

— 垆 H (14. 10) 

这个结果可以按照公式 (12. 12) 将拉格朗日函数 （14. 5 )对导数 

At 微分得出，其中 

f = i(d —(14. 11) 
实际上不是一个正量. 

归一化为体积 F = 1 中有一个粒子的平面波为 

rpf^^W ipx ， 奴 /* = — 1 (14. 12) 

这里化是四维单位极化矢量，由于式（14.3)，它满足四维橫向 
条件 

u^ — 0. (14. 13) 

实际上，将函数 （14. 12) 代入式 （14. 9) 和（14_ 11)，我们得到 

T 00 ^ — jf°= 1. 

与光子不同，非零质量的矢量粒子有三个独立的极化方向，相- 
应的振幅见式 （16. 21). 

对部分极化的矢量粒子，密度矩阵的定义应该使其在纯态中 
化为乘积 

p MV = u,u* 

[类似于光子的表达式 (8. 7)]. 按照式 (14. 12) 和 （14. 13), 它满足 
条件 

?7> 外 = 0, = — (14. 14) 

对于非极化粒子，矩阵的形式应该是 叩”十 bpj . 系数《和6 
由式 (14. 14) 确定后，即得 
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矢量粒子场的量子化与标量的情形十分相似，毋须重复.矢 
量场0算符的形式是 

Pa V 

么 += 2]—抑 c) e_ip *)， （ 14 . 16) 

Pa 

其中 《 是三种独立极化的指标. 

式 （14.9) 表达的7%。是正定的，而式 （14. 11) 表达的/却不 

是.这些特点也像标量情形中那样，必定导致玻色量子化. 

真中性矢量场的性质与电磁场的性质之间存在着密切的联 
系.中性矢量场用厄密算符0 描述： 

A = + （14. 17) 

Pa 

这个场的拉格朗日算符为 

Ij = 」 L 必 
4 fuv 

电磁场对应于 m = 0. 这时四维矢量 f 变成四维势而四 
维张量 〆 变成场的张量按照定义 （14. 1) , F - v 与势肀相关， 
方程（14. 2 )变成 = 对应着第二对麦克斯韦方程.由它已 
不能够得出条件 (14. 3)，因此，式 （14. 3) 已不再是必要的了.由于 

不存在附加条件，不必把拉格朗日算符中的 t 和看成独立的 
“坐标”,拉格朗日算符 （14. 18) 变为 

tj 二 ―-9 (14. 19) 

这与电磁场拉格朗日的著名经典表达式相一致.和张量么，一样， 
这个拉格朗日算符对“勢” W 的任意规范变换都是不变的.这种 
性质与零质量有明显的 联系： 拉格朗日量 （14. 13) 因有一项 m 2 么 
十而不具有这种性质. 


认) +± m 2 ^^. (14. 18) 
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§15. 具有最高整数自旋的粒子的波动方程 

既然给出粒子的质量和自旋就能直接得出波动方程 （14. 3) 和 
(14. 4), 那么拉格朗日量的实际应用与其说是导出这些方程,不如 
说是建立场的能量、动量和电荷的表达式. 

为此，如前所述，我们可以应用表达式 (14.7) 以代替 （14. 5), 
再把 （ 14. 7) 作如下的进一步变换.利用式 (14.1) 可把式 （14. 7) 改 
写成 

— ( 9 ^：) + 

一⑽ : ） (3^ v ) +r»W+A(0W) -tp:dK 
根据式 （14. 3), 最后一项为零.倒数第二项是全微商，可以略去. 
我们得到拉格朗日函数 

^=-(9^：) (^r) (15. i) 

它与零自旋粒子的拉格朗日函数 （10. 9) 具有相同的形式，差别仅 
仅是用四维矢 量趴代 替标量4并改变符号.符号的改变是因为 
t, 是类空矢量,因而而对于标量粒子， 衬* >o. 

如果用拉格朗日函数 （15.1) 建立四维能量-动量张量和四维 
流矢量，我们便得到与标量场的 （10. 12) 和 （10. 18) 形式相同的表 
达式： 

(15.2) 
(15. 3) 

它们与式 (14.8) 和 （14. 10) 的区别也在于全微商.但是前面已强 

调过，这些量的局部值 没有探 刻的物理意义.重要的只是体积分6 
(10. 15)和(?(10. 19), 它们对和乂的两种选择都是一样的. 

这样的描述方法可以直接推广到具有任意（整数）自旋的粒 
子.自旋为 s 的粒子的波函数是 s 秩不可约四维张量，即这个张 
量对它的所有指标都对称,对任意一对指标收缩时都 为零： 
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( 15 . 4 ) 


象 •'”“. = hu , ••二 o . 

这个张量必须满足附加的四维横向 条件： 

多"0“?... = 0, (15. 5) 

它的每一个分量必须满足二阶 方程： 

(p 2 —m 2 ) ^... = 0, (15. 6) 

在静止参考系中，条件 (15. 5) 意味着四维张量的所有含零指标的 
分量为零.换句话说，静止参考系中（即在非相对论极限时）的波 
函数,本来就相当于$秩不可约的三维张量,其独立分量的数目等 

子2汶+ 1. 


对自旋为 s 的粒子构成的场，拉格朗日函数、能量-动量张量 
和流矢量与式 (15. 1) — (15. 3) 的差别仅仅是用代替了 


归一化的平面波为 



f 1 


(15. 7) 

r* 

波的振幅满足条件 

u 

^5 = 0, 

(15. 8) 

有 2 S + 1 个独立的极化状态. 




场的量子化显然可以从自旋为 C 或1的情形推广得到. 

上述方法已足以描述自由粒子的场.如果要描述粒子与电磁 
场的相互作用，情况就不同了.要从拉格朗日函数得到全部方程 
式而毋须附加条件，拉格朗日函数必须包含相互作用.但是在物 
理上，这样描述相互作用仅仅适用于电子——自旋为 I / 2 的粒子 
(参看 §32). 因此，对于别的自旋值，这个问题只具有方法论的 
意义. 

我们看到，对^>1的所有(整数和半整数）自旋来说，仅用一 
个秩数与给定自旋值相对应的张量函数或旋量函数，不能表述最 
小作用量原理，还必须引入辅助的秩数较低的张量或旋量.这时, 


■ 
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由于自由粒子的场方程是根据最小作用量原理得出的，拉格朗日 

函数的选择应使这些辅助量自动为零 A 
■ ♦ 

§16. 粒子的螺旋性状态② 

在相对论性理论中，运动粒子的轨道角动畺《和自旋 s 分別 
都不守恒,只有总角动量 + s 是守恒量.因此，自旋在任何已 
知方向（取为 <3轴）上的分量也不守恒，不能用来对运动粒子的极 
化（自旋）状态计数， 

但是，自旋在动量方向上的分量守恒，这是因所 
以乘积 s _ n 等于守恒的乘积 i * n ( n =： p /| p |). 这个量 叫螺旋 
性@ (我们已在§ 8中研究过光子的螺旋性)，它的本征值用字母乂 
(；1= _〜•••，+ s ) 表示.粒子具有一定 A 值的状态叫螺旋性状态. 
♦中 ” 为描述粒子的1>和 A 值确定的状态的波函数（平面波） 

是它的振幅，为了简化符号，我们略去这个函数的分 a 揩 

§ 

标(对整数自旋粒子，就是四维张量指标). 

在前几节中我们看到，对非零(整数）自旋粒子做相对论性描 
述时，所引人的波函数的分量数必定大于 2 s + l , 但是独立的分量 
数仍旧等于& + 1，“多余的”分量由附加条件消去，在静止参考 
. 系中，附加条件使这些分量都为零(下一章我们将看到，这种情况 
对半整数 s 也存在). 

按照角动量变换公式（参看第二卷 §14), 在 P 方向（即角动 
量投影方向）不变的洛伦兹变换下，螺旋性也是不变的.因而，在 
这种变换下，^仍然是一个好的量子数.为了研究螺旋性状态的 

① #看柯打1 M.,Pauli W . f Proc . Eoy . Soc . A 173,211, 1939. 这篇论文把 
上述方法应用于自旋为3/2和2的粒子. 

② 本节讨论具有任意(整致或半整数）自旋的粒子. 

③ 在俄语中叫而在英语文献中为 
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对称性质，可以利用动量 lpl « w 的参考系（在极限情况下是静 
止参考系).这时， hu 化为 h + 1 个分量的非相对论性波函数，它 
的振幅用 w ( n ) 表示，自变量为角动量量子化的方向. 

振幅 w ( A ) 是算符 n - S 的本征 函数： 

( n . S )«? u) ( n ) =义 （ n ). (16.1) 

在旋量表象中，切〜是 2 s 秩逆变对称旋量.根据第三卷的对应公 
式 (57. 2), 它的分量也可以按照自旋在一固定 z 轴上的分量 cr 的 
相应值 计算叭 

在动量表象中，被研究状态的波函数与振幅 《 <A) (/>) 必然相 
同，即 

i ) pA ( k ) — m U) (fe)6 <2) (p — n ) =« < A > ( p )5 <2) (i ； —n), (16. 2) 

式中动量是独立变量，用 fc 表示，以区别于它的本征值 P ; 而 u = 
fc /| fc |, 以区別于 n 二！ >/| p | ②. 在相对论极限时， 

0iu(") =w U) (v)8 (2) (^― n) ^=w U) (n)(5 <2) (v—ti ). (16. 3) 

再详细一点，这个表达式应该写成 

= wi x y (v) d (2) o — n), 

明显地标明分立的独立变量 a . 

螺旋性算符 111 与算符1 和&对 易.实 际上，角动量算符 
与坐标系的无限小转动相联系.两个矢量的标量积对任何转动都 
不变.所以，存在着一些定态，在这些定态中，粒子同时具有一定 


① 这些论证（象 A 的可能取值)是对质量不为零的粒子而言的，对零质量粒子来 
说不存在静止参考系，螺旋性只可能有两个值；1 = 士〜原因如§8中所说 ：这种 粒子的 
状态按照它们对轴对称群的行为分类，这种群只容许能级的二重简并(从波动方程的 
性质来看，这意味着当过渡到 m —0 的极限时，自旋为 a 的粒子的方程组分解为一些 
独立的方程，分别对应着自旋为《，5 — 1，…的无质景粒子).例如，光子有 A == 士 1，对 
应的是 （ S . 2 )的三维矢量 

② 3函数# U 的定义是 p ⑴ 在 （ H 2) 〔以及下面 （16.4) 的类似 
情形]中略去了保证固定能量值的3函数. 
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的角动量值人它的分 量值厶 =饥和螺旋性 A 值.这样的状态叫 

球螺旋性态. 

我们来决定这些状态在动量表象中的波函数.为此，只要与 
第三卷§ 103中对称陀螺波函数的公式直接类比就行了.那些公 
式是根据波函数在有限转动下的变换规则得出的（第三卷§ 58), 
而这些规则本身所侬据的仅仅是转动对称性.因此，它们适用于 
动量表象中的函数,就像适用于坐标函数一样. 

除了固定的空间坐标系(函数就是对这个坐标系写 
出的)以外，还要引人“动”坐标系它的 S 轴在^方向上.毋 
须重复相应的讨论过程[比较第三卷 （103.8) 的公式推导]就能 
写出 


式中是“动”坐标系中的波函数，描写角动量在 S 轴上有确定 
分量值的粒子状态 :< / £ =七在动量表象中，这个函数显然就等于振 
幅归一化的（见下面)波函数为 

(fe) = « (A) (fe) - 06. 4) 

但是，这里有一个相位选择问题，它与下面的非单値性有关 
系.坐标系对的转动由三个欧拉角 0 t , 於， V 确定,而决定 
粒子波函数的方向 " 只取决于两个球面角史和卢 s 艮 这样就 

必须约定 V 角的选择方式.我们将取 V = 0, 即定义为 

D \ U ( v )^ D ^ (平，6,0、二 e im ^(0). (16. 5) 

由于第三卷式 (58. 21)，函数 （16. 5) 满足正交归一条件 





2 ) + 1 




(16, 6) 


< do v = sinfldfldp ). 函数 i / y jmA 对指标 A 的正交性由因子 《 u ) 保证. 
由此可见，函数 Aw 必定对三个指标人饥、乂都正交,且在式 （16. 4) 
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的系数条件下，按 

*|^ (2 do v -l (16.7) 

归一化.这里我们假定振幅《 ⑺已归一化： u <^ u ^*= l . 

现在我们来研究坐标反演下螺旋性状态波函数的行为.极矢 
量 〃与轴 矢量 i 的乘积是赝标量.不难看出，反演变换使螺旋性 
乂的伏态变成螺旋性 一2 的状态，因而只需确定这种变换中的相 

因子 即可. 

在反演变换下，〃 一 >— v . 矢量〃由两个角度9?, 0确定，变 
换"一"由代换炉 一 > q > + Jt ，0 — — 0 实现. 这样就确定 
了新的〖轴.但 S 轴和 r ? 轴的位置还因依赖于第三个欧拉角 v 而 
未确定. 从这个意义上讲，仅仅0和 史的变 换不可能把坐标系盼 
反射和（轴的转动区别开来.用三个欧拉角来表述，反演就是 
变换 

ot = <p~><p Jt f p s >jt — 9 f — y . (16.8) 

因此，如果£»以<>)按式 （ ie .5) 确定（即 v = o ), 而把变 换!; — 
~~ p 看成是反演的结果，那么 

=1>出 (<p + 兀， Jt — O , JT). (16. 9> 

利用第三卷的公式 (58. 9)、 （ S 8. 16) 和 （58. 18), 就可以求出 

=(— 1 广 

=(— lV — ai 心（炉 ，0,0), 

或者 

^ ( m (―^)= (― (16. 10) 

式中的 i — 4为整数. 

对旋量出 (;) 也存在类似的公式.只要注意到旋量的分量切， 
与这个函数只差一个因子 , BP 
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<)0) 〜奶 :)(>)*, (16. 11) 

就可以看出这一点.实际上，对自旋的本征函数应用第三卷的变 
换公式（ 5 & 7 ),并假设自旋的 S 轴分量具有确定的^值[即在第三 
卷 （58. 7) 的右边用 (5 心 代替我们发现,> ㈨是自旋的怎 
分量和 S 分量具有确定值（<7和 A) 的自旋波函数. o ■为 一s， …， 
+ 5的这组函数[按照第三卷的对应公式 （57. 6 )]组成 2 s 秩协变 
旋量.裉据第三卷的公式 （57. 2)，逆变旋量的分量与分量泌，对 

应,在变换时与同秩协变旋量分量的复共轭一样. 

根据式 (16. 10) 和 （16. 11), 我们有 

«；<’>(—*；)=(— 1)卜沧（4>0), (16. 12) 

式中的是整数.对施行反演运算不仅是将"变成 一〃， 

而且要乘以公共相因子(粒子的“内禀宇称 ”）W 

p w ^ ( P ) = 7JW <X) (~v) = v (- 1) 8 ~ A W^> (*0. (16. 13) 

对于相对论性振幅 《 u > ( fc )， 这个变换可以写成 

Pu iA) ( k ) - (-fe) = 7 ] (fe), (16. 14) 

式中 # 是某个矩阵，对于 IPI —0 的极限下仍然存在的 《 u > 分量， 
它是一个单位矩阵.重要的是，这个矩阵与状态的量子数无关.从 
这个意义上讲，式 （16. 13) 和 (16. 14) 之间的差别是不重要的 ®. 

将式 （16. 14) 应用于 （16.2), 我们得到状态 |rU> 的波函数的 
变换 规则： 

( v )= V (— 0 3 ~ X ^- ny ~ x (^)- (16. 15) 

对球螺旋性态，应用式 (〗6. 10) 和 （16. 12), 我们得到变换规则 

PtimX ( V ) = (16. 16) 

按照式 (16. 16), 状态变换为其自身，即状态 ip jm o 具有 


① 例如 ，3 = 1 时的振幅 《 u ) 是 （ 16 . 22 ) 的四维 矢量； 这时，对四维矢量指标 而言， 

A 

月完全是一个单位矩阵： = 当* = 1 / 2 时，下一章将要看到， |* <A) 是一 个双旋 
量；这时相因子 7 = i ，沒是狄拉克矩阵 V 。[参看 ( 21 . 10 )]. 
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确定的宇称.如果3关0,只有螺旋性相反的状态的叠加才具有确 
定的宇称： 

- 0 imUl ~ (垆細 A 士 9 (16. 17) 

在反演变换下，它们按照下式变换为其 自身： 

^±7] (— ( v ) * (16. 18) 

值得注意的是，在这一节中我们对具有一定角动量的自由粒 
子的状态进行分类时，只利用了守恒量而没有涉及轨道角动量的 
概念(在§ 6, § 7两节对光子的状态分类时应用了这一概念). 

作为一个例子，我们来研究自旋为1的情形.在静止参考系 
中，振幅(四维矢量)变成三维矢量 e ( A ) , 它在这里起振幅 w u> 
的作用.自旋为1的算符对矢量函数 e 的作用由公式 

^ — ^ ikl e l (16. 19) 

给出（第三卷§57,习题 2). 这样，方程 （16.1) 变成 

i [ nxc a> ] = xe a) . (16.20) 

在 C 轴沿 ti 方向的坐标系中，它的解就是球单位矢量 
(7. 14) ①： 

_ 

e <°>- i (0, 0,1), = ，士 i ,0). (16.21) 

在粒子动量为 P 的参考系中，螺旋性状态的振幅是四维矢量 

= \ u (± d ^(0, c (±I) ). (16. 22) 

\ m m / 

如果 e 是极矢量，则 W =_ l ， 这时函数 （16. 1 7 )(当时为 
三维矢量)具有下列 宇称： * 

tlm\x\lP= (一 1 ) J ， 

①相因子的选择按下述条件确定：用本征函数 （ I 6. n ) 计算的自旋算符的矩阵元 
_必须与第三卷§ 27、§ 107中的一般定义相符. 
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二 （一1) J . 

与球谐矢量的定义 (7. 4) 比较，我们看到，这些函数分别与 Y ^\， 
Y 批， 相同（仅差一个相因子).确定相因子(譬如说，用比较 
0=0时函数值的方法)后，我们得到下列 等式： 

Y ^ = + e ( -*> / Z ) iVm ), 06.23) 


式中的 i 是一个整数！ ⑺是沿轴 f , v r “ 的球单位矢 

量;匕 V , S 轴由 f , 7, f 绕5轴转动90°得到. 

公式 （16. 23) 中的最后一个等价于第三卷中 <么(0)的表达式, 
(58. 23). 根据 (16. 23) 中的第一个(或第二个)公式，可以得出函 

数的简单表达式.我们有 





等式右端的标量积可以在坐标系中明确地写出来,且有 


m) 


3 


26 sin^ 2q> 


由函数 hrn 的定义 (7. 2) 和定义 （16. 5), 我们得到结果 


d(0 = (-l) m 







x 


士美 +^) P?(c 一)， 


(16. 24> 
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第三章费米子 


§17. 四维旋置 

在非相对论性理论中，具有任意自旋$的粒子用具有 心+ 1 
个分量的量 一一 &秩对称旋量描述.从数学观点来看，这些旋量 
就是空间转动群不可约表示的实现. 

在相对论性理论中，这个群只不过是更广泛的四维转动 
群一洛伦兹群的一个子群.因此，必须建立四维旋量的理抡.四 
维旋量是洛伦兹群不可约表示的实现，我们将在§ 17-§19阐述. 
在§17, § 18中只研究不包含空间反演的正洛伦兹群，在§ 19中讨 
论空间反演. 

四维旋量理论的建立类似于兰维旋量理论 （B.L.vau der 
Waerden, 1929; G. E. Uhlenbeck, O. Laporte, 1931). 

旋量 P 有两个分量 （《=1,2). 作为 1/2 自旋粒子波函数的 
分量，纟 1 和I 2 分別对应于自旋2分量的本征值+1/2和 一1/2 .在 
(正)洛伦兹群的任何变换下两个量变换为它们自身的线性 
组合： 




(17. 1) 


系数《，夕, h 3是四维坐标系转动角度的确定函数,遵守条件 

- (17. 2) 

即二 元变换 (17. 1) 的行列式等于1 ,这和洛伦兹群的坐标变换行 
列式一样. 
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由于条件 （! 7 . 2), 二次型^丑 2 —和 P 为两个旋量) 
对变换 (17.1) 不变（它对应着由两个1/2自旋粒子“组成”的零自 
旋粒子).为了自然地写出这种不变的表达式，除了旋量的“逆变” 
分量0外，还要引入“协变”分量它们借助“度规旋量相 
互转换 ®: 

9af}^* ( 17 . 3 ) 

式中 

因而 

li = l% —I 1 - (17. 5) 

这样，不变量 t 5 2 - PS l 可以写成标量积的形式并且 

上述性质在形式上与三维旋量是一样的.但是，当讨论复共 
轭旋量时，二者就有了区别. 

在非相对论性理论中，决定粒子在空间定域几率密度的量 

垆 >> + 岭 ( 17 . 6 ) 

必须是标量，因此，分量应该按照旋量的协变分量变换.换句 
话说，变换(1人 1) 应该是么正的 ( cc 二 <5' 沒=— r ，. 而在相对论 
性理论中，粒子密度不是标量，而是四维矢量的时间分量.因而上 
述要求不再有效,除了式 （17. 2), 毋须对变换系数附加其它补充条 
件.四个复数量 a ,#， V ,<5 只在条件 （17. 2) 下等价于 8 — 2 = 6个实 
参数——与决定四维坐标系转动的角度数目一致（在六个坐标面 
上转动). 

由此可见，复共轭二元变换实质上是互不相同的，因而在相对 
论性理论中有两类旋量.为了区分这两类旋量，我们采用专门的符 

①旋董指标用头几个希腊字母表示久 v , … 
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(17. 4> 



号: 按式 (17. 1) 的复共轭公式变换的旋量，在其指标上方加点 (带 
点指 标). 因此，根据定义， 


—〜 P *, ， (17.7) 

式中的符号〜表示“被变换为”.换句话说，“带点”旋量的变换公 
式为： 

rf ^ = aW yV + <5 V - (17. 8) 

降低和升高带点指标的运算和不带点指标一样：‘ 

f } 2 , V , — — ^? 2 • (17 - 9) 

1 2 

四维旋量在空间转动时的行为与三维旋量相同.对于三维旋 
量，我们知道， W 〜 f 因而，裉据定义 （17. 7)，四维旋量％在转 
动时的行为和三维逆变旋量沪一样.所以，协变分量仏•和 W 
对应着自旋分量的本征值1/2和 一 1/2. 

高秩旋量定义为按照一秩 旋鲁分 量之积变换而得的若干量的 

★ 

集合.这些髙秩旋量的指标可以是有的带点，有的不带点.例如, 
有下面三类二秩旋量： 


仅仅给出一个旋量的总秩数还不能单值地确定髙秩旋量槪念.因 
此，在必要的地方，我们将用一对⑭， G 数分别标明不带点指标和 
带点指标的数目从而指出属于何秩. 

由于变换(17_ 1) 和 （17. 8) 在代数上是无关的，所以没有必要 


指明带点指标和不带点指标的次序(例如,和 〆 a 就是两个相同 
的旋量）. 

为了具有协变性，任何旋量方程的两边都应该包含相同数目 
的不带点指标和带点指标，否则，由一个参考系过渡到另一个参考 
系的时候，等式将明显地遭到破坏.这时必须记住，取复共轭指的 



是交换不带点指标和带点指标.因此，两个旋量之间的关系式: 
— ; =广具有协变性. 

旋量或旋量乘积只能对同类指标(带点指标或不带点指标)成 
对进行缩并.一对不同类指标的求和不是协变的运算.由于相对 
于旋量的一对对称指标进行缩并结果为零，因此,若旋量 

… a * A 》2." (17. 10) 

对& 个不带点指标和丨个带点指标都对称，就不能组成较低秩旋 
量.这就是说，若由量 （17. 10) 组成的线性组合在群的每一变换下 
又都变换为它们自身的线性组合，那么，这些线性组合的数目不会 
小于量 （17. 10) 的数目.换句话说，对称四维旋量就是正洛伦兹群 
不可约表示的实现.每一个不可约表示都由一对数 （&,/) 给定. 

由于每一个旋量指标取两个值,所以在量 （17. 10) 中有& +1个 
完全不同的数组… a〆 含有0,1,2 ，… ，左个1和企， 

个 2) 和 Z + 1 个 数组， /^…义.因此， { h ， V ) 秩对称旋量总共有 
(々 + 1) (《 + 1)个独立分量，这也就是相应的不可约表示的维数. 

S 18. 旋量与四维矢置的联系 

具有一个带点指标和一个不带点指标的旋量有 2-2=4 
个独立分量，与四维矢量的分量数相同.显然，二者都是正洛伦兹 
群同一不可约表示的实现.它们的分量之间应该有一定的关系. 

为了建立这种关系，考虑到三维旋量和四维旋量对纯空间转 
动的行为应该相同，让我们首先看看三维情形中的类似关系. 

我们把三维旋量的对应公式（参看第三卷§ 57) 写成如下 
形式： 

^ = 4 - (^ 22 — = (01 +^ 2 >. 
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a v~ — 去 ( 0 22 + ^ 11 ) — (^2 — )• 

a z -=^( t nj r ^ 2l )= -|(^i —^ 2 ) - 

这里心是某个三维矢量 a 的分量.过渡到四维情形时，必 

须用 〆 代替分？，而把〜，〜 ，〜 理解成四维矢量的逆变分羞札 
« 2 , 3 .至于矢量的第四个分量《°，从§ 17可以看出，量 （17. 6) 是 

按变换的，所以 a °〜 f + 〆 2 , 比例系数的决定应该使标量 

与标量 2 aX =2 a 2 相等. 

这样，我们得到下列对应 公式： 




a 


2 




2 


( d 1 ). 


a 




a ° = j (f + 0). 


(18. 1) 


其逆公式为 

^ n = ^22 ~« 3 +«°. L VI =^ii =a° — a 3 . 

. . (18. 2) 

C ]2 = —( 21 . — a l ~ ia 2 f C 2l = — C12 = a l + ia z . 


这时 




L ^ a ^ 2 a \ 

(18. 3) 

我们还看到 




U ^= SW - 

• 

08. 4) 


这是由于二秩旋量对指标《、 V 反对称，因而与度规旋量成 
正比. 


旋量 C 〃和四维矢量的对应是下述一般规则的特殊情 形：任 
何 ( t 幻秩对称旋量等价于丨秩对称不可约(即按任何一对指标缩 
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并时都得零)的四维张量. 

旋量和四维矢量间的关系可以通过二阶泡利矩阵① 







(18. 5> 


表达得更为紧凑.如果用符号〖表示具有上指标（且第一个指标 


不带点）的量的矩阵,公式 (18. 2) 可以写成 

^ = a*or + a° (18. 6) 

(第二项当然指的是 V 与单位矩阵的乘积).它的逆公式是 

a=isp(So ")， a° = ispt (18.7) 


利用公式 （18. 6) 和 (18. 7) 可以确定四维矢置和旋量的变换规 
fllj 之间的关系，从而把旋量的变换规则用四维坐标系的转动参数 
表示出来. 

旋量 P 的变换可以写成如下 形式： 





(18. 8) 


式中 B 是由二元变换系数组成的二阶矩阵.这时，带点旋量的变 
换为 


rj^=(B*7])^=(7]B + y. 


(18. 9) 


二秩旋量〜变换的符号形式为 c f -= BCB + a >^ 对于无限小、 
变换5二1 + A , 2为一小矩阵，精确到一级小量时， 

+ + (18. 10) 

我们首先研究参考系以无限小速度运动时的洛伦兹变换 

① 为了简化符号，作用在旋置变量上的算符(矩阵）用不带帽字母表示. 

② 对于协变 分量： 

(18.8a> 

(这样，可使两个旋董之积保持不变). 
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(不改变空间坐标轴的方向）.这时，四维 矢量/ =( a °, a ) 按照 

a f ~ a — a ° SV , a 0# = o ° —(18. 11) 

变换.现在我们利用公式 (18. 7). V 的变换一方面可以写成 

， =a 0 -a-8V = a 0 -\-SpU<r^SV) t 

Ci 


另一方面，又可以写成 


2 


SpS 


+ *^-*Sp(^S + S^ + ) =a 0 + ~^~Spe(A+ 泌 .)• 


这两个表达式对任意 S 值恒等.由此我们得到等式 


>1+乂 


6 V . 


用同样的方法研究《的变换,我们得到 

crA - hA + cr = — 8 V * 

作为 A 的方程式，这些等式的解为 


A = A 


T 


< r^SV 


由此可见，旋量 p 的无限小洛伦兹变换由矩阵 


B 


2 


(o--n)6V 


(18. 12) 


实现，式中的《是速度方向上的单位矢量.由此不难求出对 
有限速度 V 的变换.我们还记得，洛伦兹变换(在几何上）意味着 
四维坐标系在平面 Ln 内转动沪角，炉与速度 F 的关系为 thtp 二 
F ①无限小变换对应着角 6< p ^8 V f 而转动有限角是把转动 (5 <p 
重复 < PI &< P 次. 将算符 （18. 12) 自乘平/*^)次并取极限 ^>—0, 我 
们得到 


一 ——ft * cr ^ 

B^e 2 . (18.13) 

为了阐明这个算符作用的数学意义，请注意泡利矩阵的 性质: n-tr 


①在包含时间轴的乎面内，度规是伪欧几里德的. 
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的所有偶次幂都等于 1 ，奇次幂都等于 n 考虑到双曲线函数 

ch 的展开式是宗量的偶次幂，而 sh 是奇次幂,最后得到 

五 = n . crsh |, thq > — F , (18. 14) 

我们看到，洛伦兹变换矩阵 B 是厄 密的： B = B \ 

现在我们来研究空间坐标系的一个无限小转动.这时，三维 
矢 a «按下式变换： 

a f = a ~ S 0 x a . (18. 15) 

式中 8(9 为无限小转角矢量.相应的旋量变换可以用类似的方法 
求出来，但在这里没有必要那样做，这是因为在空间转动时四维旋 
量的行为与三维旋量的完全 一样, 而三维旋量的变换大家已 熟知. 
自旋算符与无限小转动算符的一般关系为 

鬌 

B~ 1 (18. 16) 

向转动有限角度0的过渡，类似于从式 <18.12) 过渡到式 （18. 14)， 
即为 . 

S = cos-^+in'crsin (18. 17) 

式中 tl 为转动轴上的单位矢量，这个矩阵对空间转动应该是么 
正的（以二心 1 ),也确实是么正的. 

§19. 旋置的反演 

在第三卷中阐述旋量的三维理论时，我们没有考虑空间反演 
下旋量的行为，因为在非相对论性理论中，这不会引出任何新的物 
理结果.现在讲这个问题，是为了更好地理解后面对四维旋量反 
演性质的分析. 

反演运算不改变轴矢量的符、号（自旋矢量就是轴矢量），因而 

自旋分 量〜的 值也不改变.由此得出，旋量的每一个分量 ，在 
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反演时只能变为自身的倍数，即 

• fSPip % (19. 1) 

这里的 i 5 为常数因子.反演两次，就回到原来的坐标系.但对一 
个旋量而言，回到初始位置可以有两种 理解： 坐标系转动0°和 
360°. 由于转动360°时 f 改变符号，因此，对旋量来说，这两种 

定义是不等价的.所以，有两种可能的反演 概念： 一种是 

’ 尸 2 = 1, P =± l , (19.2} 

而另一种是 

P 2 二 一 1, P =± i . (19. 3) 

重要的是，反演槪念对一切旋量应该有同样的定义，不容许不 
同的旋量以不同的方式[即按照式 （19. 2)、或 (19. 3)] 进行变换，否 
則不能由任意一对旋量组成标量（或赝标量)：如果旋量 f 按式 
(19* 2) 变换而队按式 （19. 3) 变换，那么 r < Pa 在反演时需 乘以土 i 
而不是保持不变(或只改变符号). 

还应该着重指出，由于坐标系转动 2 k 时旋量改变符号(而这 
样的转动总是与反演同时进行的），因此无论怎样定义反演，给旋 
量以某种确定的宇称 i 5 没有绝对的意义.但是，如果定义由两个 
旋量组成的标量 r < Pc 的宇称为这两个旋量的“相对宇称”，则因为 
转动 2 a 时两个旋量同时改变符号，与此相联系的不确定性并不 
影响上述标量的宇称，因而，两个旋量的“相对宇称”具有绝对意 
义. 

现在我们来研究四维旋量. 

首先我们看到，由于反演只改变四个坐标 （ f , a y , 4中三个 
的符号，因而它与空间转动对易而与转动 i 轴的变换不对 

易.如果 i 是对以速度 V 运动的参考系的洛伦兹变换,那么= 

£ f , 士是对 以速度 一 v 运动的参考系的变换. 


* 81 


# 


由此得出，在反演变换下，四维旋量 t 的分量不能变换成它 
们自身的倍数.如果旋量 P 的反演仍然是变换 （19. 1) (即变换矩 
阵与单位矩阵成正比），那么它显然应该与任何洛伦兹变换对易， 

而事实并非如此（因为对 P 来说,运算1和1显然是不相同的）. 
由此可见，反演使旋量 P 的分量的变换结果中含有别的量, 

这样的量只能是变换性质与 P 不同的某个别的旋量—的分量- 
由于反演不改变自旋的 z 分量(如上面所述)，则分量 I 1 和 I 2 在反 
演时只能变成与同样的 h 二1/2和〜二一 1/2值对应的分量 W 

和❿ •• 如果把反演理解成重复两次结果不变的运算，反演的作用 
可以定义为 

T } a ~> t a (19. 4) 


[对于协变分量 la 和逆变分量—而言，这种变换的符号 相反： 

L ——”％ ( 19 . 4 a ) 

这是因为降低和升高同一指标时要变符号，参看式 U 7.5) 和 
(17. 9)]®. 如果在1的意义上来理解反演，那么反演作用 
可定义为 

i”;， (19.5) 

或者 

—i” a ， 。9. 5a) 

反演的两种定义之间存在一定的差别.在第二种定义的反演 
下，复共轭旋量以同一方式变换.如果^ = 则根据 

a 

式 （I 9 . 5 ) 将有 A—— i 丑 t H ; — iS a ， 即与的变换 相同. 

①当然，由于量 f 和是独立的， （19. 4) 的定义在某种惫义上是任意的.洌 
如，假若引入新的旋量 V 。二代替 (19.4) 就为一等价的定义 

㊂~7?/- >e ld £ m 

所代替. 


華 
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而 在定义 （19. 4) 的反演下，我们将得到变换 5 A -> ff % H .-~> S a ， 

与旋量 —的变换比较 ，其 符号相反.我们将在§27中 讨论这 
种差 别的某 些可能 的物理 结论. 

为确定起见，下面我们均指定义 （19. 5) 进行讨论. 

我们知道，旋量 P 和 W 对转动子群的变换是相同的.由它 
们的分量组合 

!*士％ (19.6) 

所得到的量在反演下按照式 (19.1) 变换，且/>=士〗.但是，这种 
组合的 行为并非对洛伦兹群的所有变换都与旋量一样. 

所以，为使反演包含在对称群中，要求同时考査一对旋量 ( l a , 
Va ) 9 这样的一对旋量叫 双旋置 (秩数为 1). 双旋量的四个分量形 

成广义洛伦兹群的一个不可约表示的实现. 

两个双旋量(1% 和 ( S ' Zfi ) 的标量积可以用两种方法构 

成.量 

n+rj〆 (19.7) 

对反演是不变的，是真标量；而量 

在 h . H : (19. 8) 

ct 

对四维坐标系的转动也是不变的，但在反 演时改 变符号，所以它是 

标量. 

二秩旋量也可以用两种方法定义，若由变换规则 

+ (19. 9) 

.j 

定义，我们将得到在反演时按照 

匕 (19. 10) 

变换的量.与这样的旋量等价的四维矢量[根据公式 (18.1)] 按 

• S3 • 


照 ( a °, — a ) 变换，是真四维矢量（而三维矢量 a 是极 
矢量）. , 

但是也可以按照下式定义： 

以•〜抑斉一 S a r ];. (19. 11> 

这时① 

〜 （19.12) 

这种旋量所对应的四维矢量，其反演变换是 ( a % a )->(— /,«)，因 
而是四维赝矢量(而三维矢量《是轴矢量). 

具有同类指标的二秩对称旋量按下面的变换规则定义： 

"〜 ㈣ + ㈣ ，心〜他州此 . (19 13} 

在反演时它们相互转换： 

• (19_14> , 

形成二秩双旋量，它的独立%分量数为3 + 3 =6;四 

维二秩反对称张量的独立分量数也是这么多.所以两者之间 
应该具有一定的对应关系（两者都是广义洛伦兹群的等价不可约 


表示的实现) .. 

由于旋量 I # 和对正洛伦兹群的变换是相互独立的，我 
们可以由四维张量的分量组成两组量，这两组量对四维坐标 
系的一切转动只能互相变换.其划分方法如下： 

引入三维极矢量 P 和三维轴矢量它们与四维张量《〜的分 
量之间的关系是： 



(19. 15) 


①需要强调的是，变换规則 （ mo ) 和 （13. 1幻右边的符号不同，由于两式的两边： 
是同一旋量的分置，因而绝不是等价的(参看本节的上一个注释） • 


■ 
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[( P , a ) 是一种简明记法，用来说明这种张量的分量].这时,= 
<—/>,<*). 在两个量 

a 2 -/) 2 =音％ 

中，第一个是标量，第二个是赝标量；对正洛伦兹群二者都 不变. 
此外，三维矢量/+ = !>士 ia 的平方也不变.这就是说，对于矢量 
/乞四维空间的任一转动等价于三维空间中的一个复角“转动” 
(四维空间中的六个转动角相当于三维系统的三个复“转动角”） • 
空间反演运算改变 J > 的符号，但不改变 a 的符号， 因而它 使矢量 
/+和/_互相转换.这些矢量的分量就是所求的两组量,它们由 
张量的分量构成. 

这样，四维张量和旋量 I #、 r / ii 的分量之间的对应关系 
就很明显.由于将空间转动作为子群包含在洛伦兹群中，此旋量 
的分量和三维矢量的分量间的关系应该与三维旋量的情形一样： 

2 乙， ( 19 . 16 ) 

— — ”{ {) 9 f s 二 + = ^ 12 • 

习 理 

试推导偶秩旋量和四维张量之间的一般对应关系* 

解 具 有偶数& + 纟 秩 的所有 旋量是广义洛伦兹群的单值不可约表示的 

变换对象，因而等价于按同一表示变换的四维张量\ 

(*, h ) 秩旋量在反演时按下式 变换： 

这样的一个旋量等价于一个&秩对称不可约四维张量，这个四维张量是 
真张迓还是赝张量，取决于 （1) 式中的符号. 

①奇数秩旋量是群的双值表示:空间转动•旋量改变符号，因而群的每一个 
元素对应着符号相反的两个矩阵. 
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组成双旋量的 ( ifcw ) 和 （ Z , 幻秩旋量在反演时按照下式 变换: 




> C _ 1 ) 



( 2 > 


当 Z=/c + 2 时，这个双旋量等价于灸+2秩不可约四维张量 a [ M ， lpcr ..， 这 
个张最对指标[/^]反对称而对其余指标对称.不可约性意味着该张量对任 
意一对指标的缩并为零,将任意三个指标配对时也为零（即; 
后一条件又意味着张量对三个指标 0* v 和其佘任何一个)循环求和时为零. 

当 Z ^+ 4时,该双旋量等价于&+4秩不可约四维张量 .，这 
个张畺具有下列 性质： 对指标 [ A ;0*1> P ] 反对称而对其余指标对称，对交 
换和 [ vp ] 对称，对任何一对指标的缩并为零，将任意三个指标配对时 
为#. 


一 般地，当〖=々十2»时，双旋量等价子々+2#?秩不可约四维张量，这 
个张量对《对指标反对称，而对其余个指标对称.在这种分类法中，不出 
现对较大数目（三个，四个，等等）的指标反对称的四维张量,_原因很明 显：一 
个三秩反对称张量等价于(对偶于)一个攒矢量,而四秩反对称张量可约简为 
一 个标量(正比于单位放张量•在四维空间中，对更多指标的反对称性 
一般是不可能的. 


§20. 旋量表象中的狄拉克方程 

自旋为1/2的粒子在其静止参考系中用两个分量的波函数 
——三维旋量描述，究其“四维根源”，它可以是不带点的四维旋 
量，也可以是带点的四维旋量.在任一参考系中描述粒子，这两种 
四维旋量都要出现，我们用 P 和％ 标记①. 

对自由粒子而言，彼动方程中可能出现的唯一算符(如在§10 
中已经指出的）是四维动量算符^=0,.在旋量写法中，这个四 
维矢量相当于#符旋量且有 

①一秩三维旋*也可“起源”于较高奇数秩四维旋置，在静止参考系中，这个四维 
旋置对于一对或数对指标是反对称的.但是，这种倚况会导致更高阶的方程（比较 
§ io 的第三个脚注: 



P 11 = P22 f 22 ^Pli—Pd—Pzf 

(20.1> 

# 12 = —p2i = Px — ifv ， P n =~Tii 二 fx + ipy 
波动方程是用算符 U 表达的旋量分量之间的线性微分关系.相 
对论不变性要求给出下面的方程组： 

厂 > 7 / 》 p^a^^rnVh ( 20 . 2 ) 

式中 m 是有量纲的常数.在这两个方程中引入不同的常数叫和 
(或改变 m 前面的符号）是没有意义的，这是因为适当地变换 
r 或7〗，方程仍然可以化为上面的形式. 

从式 (20. 2) 的第二个方程求出？7》并代人第一个方程，可以. 
消去一个 旋量： 

P a * fi V m 0= — 

fit 

按照式 （18. 4)， f =^巧 因而我们 得到： 

( p 2 - m 2 )£ y =0, (20.3) 

由此可见，饥是粒子的质量. 

* 

应当看到，在波动方程中引入质量意味着要同时考虑两个旋 
量 ( P 和 V ;): 仅用一个旋量不能组成包含 一 个有量纲的参数的 
相对论不变性方程式.如果把空间反演下波函数的变换定义为 

P ： 卜 iv; ， ( 20 . 4 ) 

那么，波动方程就必然对空间反演不变.不难看出，进行这样的代 

换[并同时进行代换根据式 (20.1) 这是很明显的]，式 
(20. 2 )的两个方程就被互换.在反演变换下能够互换的两个旋量 
组成一个四分量的量——双旋量. 

由方程组 (20. 2) 表示的相对论性波动方程叫狄拉克方程（它 
是由狄拉克在1928年建立的).为了进一步研究和应用这个方程, 
让我们看看它的各种表达形式/ 




H 7 






利用公式 US • 6) 把方程 ( 2 0. 2) 改写成 

八 a 八 

( 岁 = (po — P*cr)S 二叫 

符号 {和 7在这里代表两分量的量——旋量 



(20. 5) 


( 20 . 6 ) 


(第一个带上指标，而第二个带下指标).今后，矩阵 or 乘以任一 

两分量的量/，都按一般的矩阵法则 相乘： 

(^/)*~ g . (20. 7) 


/在这里写成竖列的形式 
乘： 




，^中的每一行都要与/的竖列相 


为了今后引用方便起见，这里再次写出泡利矩阵 



( 20 . 8 ) 


它们的基本性 质是： 

o *iCjf — iBijfidi (20. 9) 

(参看第三卷 §55). 

我们还要写出由旋量 

r = ( d 2 *), rf 二 (|?, r /|) (20. 10) 


组成的复共轭波函数所满足的波动方程.由干所有算符 心都含 
有因子 i ， 所以方程 (20. 5) 两边取复共轭时还必须考 
虑到，由于矩阵 OT 是厄密的 （< y * =泛)， 

(<rm=cr ： G f^f*a fla =(f*a) 9f 

结果得到如下形式的 方程： 

(Po+P*<r) ―― w?!*, i*(p 0 —p-(r)= (20. 11) 

在这祌写法中，算符，作用在它左面的函数上.把 P 和写 

* 8 a • 





成横行是为了与这两个方程中的矩阵乘法 一致： /的行与矩阵^ 
的列 相乘: 

(/*Or)a = /*OT^. (20. 12) 

r ， V * 的反演变换定义为变换 (20. 4) 的复 共轭： 

P ： (20. 13) 

§21. 狄拉克方程的对称形式 

狄拉克方程的旋量形式是直接显示其相对论不变性的最自然 
形式.但在具体应甲时，通过另行选择波函数的四个独立分量而 
得到的波动方程的其它形式更为方便. 

我们用符号於(其分量为…， i = l ,2,3,4) 表示四分量的波函 
数，在旋量表示中，这就是双旋量 

ip O (21.1) 

但是，同样可以选择旋量 S 和 W 的分量的任何线性独立组合作为 
分的独立分量这时，只有么正性条件能限制所容许的线性变 
换，而这样的变换不改变由#和 0* 组成的双线性形式 (§28). 

在任意选择#分量的一般情况下，狄拉克方程可以表示成如 
下 形式： 

这里=0,1，2, 3) 是某种四阶矩阵 （狄拉克矩 阵)； 通常我们 
把这个方程写成符号形式而略去矩阵 指标： 

(yp —7n)tj) = 0 . ( 21 . 2 ) 

式中 

yp^y M P^poV 0 —p^y=iv 0 ^+iy-v,y^(v l ,y\y 3 )* 

①为简单起见，我们把四分量的置分在它的非旋最表象中也称为双旋董. 
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冽如，当 # 的分畺有如式 (2 L 1) 时,与方程的旋量形式对应的矩阵 


是① 


(21. 3) 


只要把方程 (20. 5) 写成如下形式 

0 AvF Uj 

并与式 (21. 2) 比较，就不难看出这一点， 

在一般情況下，矩阵 V 应该满足的唯一条件是保证等式 卜 
m 2 成立.为了求出这个条件,给方程 (21. 2) 左乘以 yjl , 我们有 

、 (V^Pm) (V v #,) 0 = m z t. 

因为 t 圮是一对称张量(所 有的化 算符都对易 ), 这个等式可以改 
写成 

+ v y v ")0 = 饥 2 伞， , 


因此，必定有 

- 、 

y (t V v +y v y tt =2g t， \ ( 21 . 4 ) 

这样， 两个不 同的， 矩阵总是反对易，每个矩阵的平方为 

(yi) 2 =(y2) 2 =r y 3 ) 2 =-3, 0°) 2 =1. (21. 5) 

当妒分量进行任一么正变换时为四阶么正矩阵）， 
矩阵 V 按下式变换 

v ， =UyU_ i = UyU + ( 21 . 6 ) 

(因而方程(外一 W ) 垆= 0变成 ( vj — m )0'= o ). 这时，对易关系 
<21. 4) 当然保持不变. 

(21. 3) 的矩阵/是厄密的，而矩阵 y 是反厄密的.当进行 


①今后,我们利用二阶矩阵简化四阶矩阵的写法 :表式 (21. 3) 中的每一个符号都 
老二阶矩阵. 


# 
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任何么正变换 （ 2 L 6) 时，这些性质都保持不变，因而我们姶终有 ® 

y + = —y, v 0+ = v°. (21. 7) 

我们还要给出复共轭 函数！ T 的方程.取方程 (21. 2> 的复共 
轭，考虑到式 (2L 7) 的性质，我们得到 


(— m ) 0* = ()• 

按照 = 〃移置然后给整个方程右乘以 V °, 注意到 

7V° 二一 V°y， 并且引入新的双旋量 

^ = ifi* v ° y V^ = ^v °， （ 21, 8) 

我们得到 

w ) —(21. 9) 

正如式 (20. 11), 这里算符 p 也作用在它左边的函数上.函数石叫 

做於的狄拉克共轭（或相对论共轭）函数.按照定义，因子V* 1 的作 

用是(在旋量表象中)互换旋量 p 和这样，石 = o?'r) 中的 

第一个是不带点旋量(和 P 中一样)，而第二个是带点旋量.正是 

由子这个原因，与 w 相比 ，巧与 分“ 搭配”更为 自然. 例如,它们共 

同出现在各种双线性组合中（参看§ 28). 

波函数的反演变换可以表示为 

Pi 0-^iy 0 分， i //— >— (21. 10> 

在於的旋量表象中，矩阵 V° 将分量 S 和0互换，这正好是反演时 

应该出现的情况.在一般情况下，狄拉克方程对变换 (21. 10) 的不 

♦ 

变性是明显而直 接的： 在方程 (21. 2) 中同时进行代换多多和 
於一 >i/0, 我们有 


(夕 0 v 0 + 多 • y—w) v V= o. 

这个方程左乘以 v° 并考虑到和 7 反对易， 就 回到原方程. 
方程 (V 多 一 m)0 = o 左乘以石，方程 iRv#+w)=0 右乘以於， 


MtylyXy# 


①这两个等式可以合并成 


(21.7o> 
• 9 J * 



再把它们相加，我们得到 

式末的括号指出算符 P 所作用的函数.这个方程具有连续性方程 

的形式，因而量 

y=^^y^tj)= ip*y 0 yf) ( 21 . 11 ) 

是粒子的四维流密度矢量.我们看到，它的时间分量^是 
正 定的。 

狄拉克方程可以表示成对时间微商的形 式：、 

( 21 . 12 ) 


式中的及为粒子的哈密顿量①.为了得到这个形式，只需给方程 
(21. 2) 左乘以哈密顿量的表达式为 ' 

H=a$ '{- fim, (21. 13) 

式中引入了表示有关矩阵的惯用符号 

a = y°y, ( 21 . 14 ) 

我们看到， 

0^0!* + 0^0^ = 2(5 iJt ， = = 1 9 (21. 15) 

即矩阵<*、#都是反对易的，而其平方是单位 矩阵； 它们都是厄密 
的.在旋量表象中， 


A ^ 

在低速的极限情况下，和非相对论性理论中一样，粒子应该只 
用一个两分量的旋量描述.实际上,在方程 (20. 5) 中取极限 p —> 
0 , e — > 0 , 我们得到 i = r } 9 即组成双旋量的两个旋量完全相同. 



(21. 16) 



①零自旋粒子的波动方程不能写成这种 形式： 对标量0来说，方程 (10. 5) 是时间 
的二阶方程，而五分盘的: i ：( W , VV ) 的一阶方程组 （10.0 不包含对所有分董的时间 
:微商. 
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但是，这显示出狄拉克方程的旋量形式的一个 缺点： 在上述极限情^ 
形下，0的四个分量都不为零,虽然实际上只有两个是独立的.波二 
函数0更方便的描述应该是在低速极限下它的两个分量为零. 
为此，我们引入线性组合 P 和/ 


工 )’ 平二 (玄 + ”) ， (21. 17) - 


代替^和％这时,对静止的粒子，/二 0. 0的这种表象我们称之 

为标准 表象.在反演时 ， P 和/按 下式 变换： 

P: <p—>i<p ， X — \X* (21. 18) 

对方程组 (20. 5) 进行加减,就得到 史和/ 的方 程组： 

Po^— ^— —Po^( -{-0*(rq>~mX, (21.19 )， 

由此可见，适应于标准表象的矩阵是 



( 21 . 20 ) 

由于式 (21. 17) 中 S 和7?的第一个和第二个分量分别相加，所 
以，和旋量表象中一样,在标准表象中，分量^1和#3也对应着自 
旋分量的本征值+ 1/2,而心和心对应着 一1/2. 因而，若引入矩 
阵 ' 



( 21 . 21 ) 


在两种表象中，矩阵都是一个三维自旋算 符:当 作用在 


只包含分量心或0 2 、心的双旋量上时，该双旋量就乘以+1/2 
或 一1/2. 在任一表象中，矩阵 （21. 21) 可以写成 

S — — city 5 =— (21. 22) 
[V 5 的定义参看下面式 (22. 14)]. 
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1. 求波函数在无限小洛伦兹变换和无限小空间转动下的变换公式. 
解在於的旋量表象中，无限小洛伦兹变换给出 






V 


=(1+如. 


8V)rj 


参看式 （18. 8), (18.8 o ), (18.10)]. 这两个公式可以合并为 

妒 ’=(1- 

类似地，无限小转动下的变换是 


( 1 ) 


垆 ’=(1+ 去2•如)妒. 


( 2 ) 


公式的这种形式在#的任何表象中都是正确的，只要把《和;2看成 同一表 
象中的矩阵就行了. 

容易证明，矩阵 a 和2是一个反对称“四维矩阵张量”的 分量: 





(^y^yV — yVyii^ 




( a , i 2) 


[分 M 按规则 （19. 15) 排列].再引入无限小反对称张量卽)，则 
冇 

<7 从 ’3 〜， =2i2 .汾 一 2a • 3V, 

且公式（1)， （2) 可以统一写为 

(3) 

2. 在不含虚系数的表象中写出狄拉克方程 ( E , Majorana ，1937). 

解在标准表象中，方程 

( 盖 ) 分 = 。 

中只有矩阵 〜和# 是虚量.一个可互换虚矩阵％和实矩阵右的变换 〆 
可以消除这些虚量.为此，必须假设 

^ /言 ( A + 0) ~V~ l n 


龙时 


a! x ^\]aJU^~a x9 aj=^, a* z ^ — a x , fi f = a 9p 



狄拉克方程变为 


( ii - 〜美 + 々- a 4 i + &«»)卜。， 

其中所有的系数都是实的. 

§22. 狄拉克矩阵代数 

在运用狄拉克方程的计算中， v 矩阵会反复出现，而与它在特 
定表象中的具体形式无关.含有这种矩阵的运算规则完全由对易 
关系 


yy v -j-y v y ft = 2ff^ (", v = 0,1, 2, 3) (22. 1) 

给定，对易关系表达了这种矩阵的普遍性质. 

在本节中，我们要推导 V 矩阵代数的各种公式和规则. V 矩 
阵在各种运算中都会用到. 

v 矩阵与其自身的“标量积”是 ff Mv y^ v = 4. 为使书写简单, 

类似于四维矢量的协变分量，我们引入符号这时 

y fi y fl = 4. ( 22 . 2 ) 

如果矩阵 V ,和被一个或几个 V 因子分隔开，那么可以利用 
法则 （22. 1)，通过因子的一次或几次互换位置而使 y , 和 V "相邻, 
然后按照式( 2 2. 2) 对"求和.用这样的方法可以得到下列 公式： 


y tt y v y fi =—2y% 

y fi y ； i y v y p y fA ~ — ^y p v y y x ^ 

V f iV ； L y v y p y <T y il = 2(^y a y x y v y pj ry p y v y x y u ) m 


(22. 3 ) 


因子 V % …通常以“标量积”①的形式出现在与各种四维矢量 


的组 合中: 


( 22 , 4 ) 


①在本书的这一版中，对这种乘积我们没有用任何专门的符号表示，在文献中常 
常用带帽字母或加重字母表示. 


* 
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由此标量积,公式 (22. 1) 可 写成： 

(ay)(by) -\-(by)(ay) =^2(ab) f 
(ay)(ay)=o 2 , 

而公式 (22. 3) 为 

v/ay)v" = —2(av), 
y li (ay)(by)y tt ^=i(ab) f 
V/ay) (by) (cy)y tt =—2(cy) (by) («y), 

V/«V)(&y)(cv)(rfv)v M = 2C(rfy)(av) (by)(cy) 

+ ( cy )( by )( ay )( dy ) 2 - 

一个常用的运算是求若干个 V 矩阵的乘轵之迹.我们来研究 
量 

( 22 . 7 } 

根据矩阵乘积之迹的已知性质，这个张量对指标 flffin 的循环 
换位对称. 

因为矩阵 r 在任意参考系中具有同一形式，因而 r 也不依赖 
于参考系的选择，且形成一个完全可用度规张量不依赖参 
考系）表达的张量. 

但是，由二秩张量‘只能组成偶秩张量.由此立即得出，任何 
奇数个 v 因子的乘积之迹等于零； 特 别是，每一个 v 的迹等于 
零①： 


(22. 5) 


( 22 . 6 ) 


Spy^O. (22.8) 

单位四阶矩阵[对易关系 （22. 1) 右边的矩阵]之迹等于4.对 

式 (22.1) 两边取迹，我们求出 

» 

( 22 . 9 ) 

①矩阵的迹对变换 V = 是不变的.这样，显然可由矩阵的具体表达式 (2 U 

3) 得出 （22.8) 的如果. 
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四个矩阵乘积之迹为 


V 


( 22 . 10 ) 


此公式可以这样导出:利用对易关系（ 22 . 1) 把 Spr A v 中的因 

子^换到右边，每换位一次，在式( 22 .1 0 )中就多出一项 •• 

2 g ^ T vp — T ltXvp ^ 2 g 〜 g vp — T n ”， 

全部换位以后，右边 剩下一 ^ vpA = — TA 〜 ，再把它移到左边•用这 
种方法，六个 y 乘积之迹的计算就化为计算四个 y 乘积之迹，……， 

例如， 

fJlX^vpcrr __ gkiif^vpat _ g^vfjlupvx gXprp^at — g ^ rp^pr ^ 

( 22 . 11 ) 

从以上公式可明显地看出，只要每个矩阵 V D ， V 1 ，…在乘积中 
出现偶數次，迹就都是实的且不为零 • 我们也不难发现，当 

全部因子的次序颠倒过来时，迹不改变： 

rpX^^pa = yap* •，卩 X, 


( 22 . 12 ) 


如上所述，因子 V 通常出现在同各种四维矢量的“标量积’中 


在这种情况下，像公式( 22 . 9) 和(2 2 . 10), 就意味着 


4 


Sp ( ay ) ( by )= ab ， 


(22. 13) 


4 


Sp(ay)(&vX c V) (^y) ― i a b) (cd)~- (ac) (bd) + (ad) (be). 

乘积 rVW 3 具有特别的重要性，通常给它以专门符号_ 

y 5 — — iy°y 1 y 2 y z * (22. 14) 


容易看出， 


V 5 V "+ vV 5 二0， ( y 5 ) 2 = 1, 


(22. 15) 


即矩阵 V s 与所有的 V 〃反 对易. 对矩阵 a 和沒，有对易规则 

Ccy $ — y 5 a= 0, + y 5 ^= 0 (22. 16) 

<与的对易性来源于 v°y 是两个矩阵〆的乘 积). 

矩阵 v 5 是厄密的；实际上， 
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y 5 + = Jy 3 + y 2 + y 1 f y 0 + — — iy 3 y 2 y 1 y° f 


因为从次序 3210 到次序 0123 是经过偶数次换位，所以 
这个矩阵在两个具体表象中的形 式是： 


旋量表象 V 5 = 


标准表象 V 


矩阵 V 5 的迹 为零: 


1 0 

0 1 

0 - 

1 


(22. 17) 


(22. 18) 


y 5 = 0 


(22. 19) 


[根据式 (22. 18), 这是显而易见的].乘积 v 5 V >’ 之迹也等于零. 
而对 V 5 与4个因子/的乘积，我们有 

= ( 22 . 20 } 
4 


另外还有公式 

yN = iy B (ya) (yb) (yc), (22. 21) 

对相互正交的四维矢量 a , 6，(>6 =心=抓= 0)而言，公式（22.21) 
是正确的. 

在某些情况下（出现非相对论性粒子的问题中），可能需要计 
算分别含有 V ° 和三维“矢量”7的乘积之迹.只有偶数个 V ° 和7 
因子的乘积之迹不为零.这时所有的因子缩并为1,而且有两 
个和四个7的乘积之迹由下列公式 给出： 


4 


i-Sp(a-y) (b*y) = —ab. 


Sp(a*y) (b.y) (c*y) (d - y) = (a*b) (c*d) 


( 22 . 22 ) 
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-~(a-c)(b*d) + (a-d) (b*c). 



§23. 平面波 

一个具有确定动量和能量的自由粒子的状态用形式为 

^ p ~^ 2 e ap ^ iPV (23. 

的平面波描述.指标表示四维动量的值. 波幅％ 是相应地归 
一 化的双旋量. 

在进一步二次量子化时，除了波函类 (23. 1) 外，还要有“负频 
率”的波函数；正如§ 11所述，它是由于根的双值性 士 VV + 一而 
出现在相对论性理论中.和§11中一样，我们将把£取作正量 
p + VP 丁因而“负频率”对应 一6 同样,改变1>的符号我 
们得到一个函数，把它自然地记作 t-PX 

^- p ^^7Te U ~ p ^ PXm ' (23 . 2) 

这两个函数的意义将在§ 26中阐述.下面我们将同时给出和 
t - p 的公式 • 

双旋量振幅％和的分量满足代数方程组 

( yf — m ) u p = 0, ( yp + m ) u- p = 0 9 (23. 3) 

这些方程组是把式 (23. 1) 和 (23. 2) 代人狄拉克方程得到的(这等 

价于在狄拉克方程中用士 P 代替算符 #)©• 这时，关系式 f = 

是每一方程组的相容性条件.我们将始终根据不变性条件 

tiptip ~~ 2 tk (23.4〉 

对双旋量振幅归一化(和别处一样，字母上方的短划表示狄拉克共 
辄： m — M*y°). 方程 （23. 3) 左乘以反 ±? > 得到（获 ipVM 土 = 2 m 2 = 

2 p 2 , 由此可见， 

①对复共辗函数，也可根据狄拉克方程 （21.9) 写出类似的方 程组： 

h. 

Up(yp~m) = 0,u~p(yp^hfn) = 0* (23* 3a) 
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tip' = - 2i—^p — (23_ 5) 

我 n 看到，由％的公式过渡到 W - p 的公式只需改变 m 的符号. 

四维流密度矢量是 

j^±pVt^~n ± pVn ±P ^^ (23.6) 

即这里 < v = p / s 是粒子的速度.由此可见，函数 VV 归 
一化为7 = 1的体积中有一个粒子”. 

由方程 (23. 3) 可知，波幅的分量是相互有关系的，这种关系的 
具体形式当然依赖于怎样选取0的表象.让我们对于标准表象来 
求这种关系. / 

根据方程 (21. 19), 对平面波我们有 

(e—m)(p — p • crX = 0, (e+ m)X — f>-o • 屮 = 0. (23.7) 

从这两个等式我们求出 P 和/之间的两种等价的关 系式： 


"皆 （ 23 . 8) 


(这两个公式的等价性很 明显： 其中第一个左乘以 p ^ a - Ke + m )； 
考虑到 （ P ^) 2 = P 2 和沪 一= 就得到第二个）.炉和/中公共 
因子的选择应该满足归一化条件 (23. 4) .结果，我们得到％(以 
及 《- p ) 的下列表达式： 




+ mw 

— m (n*(r)w 


p 


( \/ £ — 


^ (rt • a-) w f \ (2 ^ 9} 


f 


[第二个公式是通过改变第一个公式中 m 前的符号并进•行代换 

得到的1这里 n 是矢量1>的基矢，而 m ； 是具有任 

S ■ 

意两分量的量,它只满足归一化条件 

w * w = l . (23.10) 

对于 « = « VCV ° 根据式 (21. 20)], 我们有 

zip — ( a / e 十 m w *， — e — m w * ( it ^ cr )), 

获- p = (Ve—m w f *(n-(r), — v^ +w w r *) ， 


(23. 11) 



并相乘，使我们确信 w ± p u ±p = 士 2 m . 

在静止参考系中，我们有 

Vp —^/2 m (^ q )， u - p — \/2 m ■(:)， (23. 12) 

即 w 是三维旋量.在非相对论极限下，每一个波的振幅都化为队 
我们看到，在静止参考系中，双旋量 w _ p 中为零的是前两个分量， 
而不是后两个.具有“负频率”的狄拉克方程的解的这个性质是很 
明 显的： 在(烈^:^中当沪^^并进行代换^十一饥，我们得到的是 

炉 =0 ①， 

平面波的振幅包含一个任意的商分量的量.那么，在动量一 
定的条件下，存在着两种不同的独立状态,对应于两种可能的自旋 
分量值.但是，自旋在任意2轴上的分量不可能具有确定值.这 
是很显然的，因为具有一定 P 的粒子的哈密顿算符(即矩阵丑= 
•/>十如0与矩阵叉=— kMX , 不对易.但是，根据§16中所做 
出的一般结论,螺旋性 A ——自旋在 P 方向上的分量 守恒： 哈密顿 
算符与矩阵 n . U 对易 • 

螺旋性状态对应着平面波，在这样的平面波中，三维旋量 w = 
tt ^( n ) 是算符 n _ cr 的本征 函数： 

-^( n - o -) w w = Aw a K (23.13) 

这两个旋量的明显形式是 



(23. 14) 


①在旋置表象中我们有纟=一^而不是后者对静止参考系中具有“正频 
串”的解是正确的 • 
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式中9和是方向 n 对固定轴的极角和方位 角①. 

具有一定 P 的自由粒子的两种独立状态的另一种可能选择 
(比较简单,伹不太直观)，是让它们对应静止参考系中自旋 s 轴分 
量的两个值，我们用 a 表示.相应的旋 量是： 


w 


Ctr^l/2) 







(23.15) 


作为带有“负频率”的两个线性独立解,我们取其三维旋量为 

w ^y — _ a y u ? <-v) = 2 o * iw <ar) (23.16) 


的平面波(这种选择的意义将在§ 26中阐述). 


可以找到这样一种平面波表象，其中平面波在任何参考系（而 
不只是静止参考系）内只有两个分量对应着同一物理特性(在静止 
参考系内是自旋分量）的两个确定值 （ L . Foldy , S . A . Wouthuy - 
sen , 1950). 

根据标准表象中的振幅 ^(23. 9), 我们来求这种表象的么正 

变换 •. 

K == Uu P , U^G WY，n , 

这里 W 是实 数量. 因为7 + =—7,所以 有^+二^ 1 . 展成级数并 
考虑到 (7 • n) 2 = - 1, G 可以表示成 

"=cosz^+y •txsin«? 


[比较从式 （18. 13) 到 （18. 14) 的过渡 ]. 根据变换振幅4中后两 


个分量为零的条件,我们求出 


tgw ~ 


\P\ 

m-\r e 


因而 


m+ e-y (y*n) \p\ 
^s/2e(e-\-m) 


①方程 (23.13) 的解容许乘以任意相因子，这与绕方向 n 可以有任意转动有关* 



在新的表象中， 



( 23 . 17 ) 


在这个表象中，粒子的哈密顿算符取如下 形式： 

( 23 . 18 ) 

(斤, < r ， y 都是标准表象 中的矩 阵).这 个哈密 顿算符 与矩阵 


2 


ay 



对易，2是新表象中的守恒量一^静止参考系中的自旋的算符. 


§24. 球面波 

讀 

一个具有确定角动量 i 的自由粒子（自旋为 1/2), 其状态波函 
数是旋量球面波.为了确定这种球面波的形式，我们首先回顾一 
下非相对论性理论中的类似公式. 


非相对论性波函数是三维旋量 


具有确定能量€(因 


而也具有确定的动量: p ①)、轨道角动量 k 总角动量 j 及其分量 m 
的状态，由波函数 


f=Rpi(r)Qji m (9 f <p) ( 24 . 1 ) 

描述. 波函数的角度部分是三维旋量，其分量 （ Z 给定后有 
两个可能的 j 值:土 1/2) 公式为 



( 24 . 2 ) 


①在本节中， p 表示 IpI . 
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^ t - 


1/2 山 m 



j—1 y 


2 /十 2 


tjm- 1/2 


/^+ y »+ 1 y 


V ~ 2 j +2 


/jm+1/2 


(参看 第三卷 § 106,习题).我们称 Q nm 为球旋*，它的归一化条 r 
件是 

r 

= (24.3) 

而径向函数尽 z 是旋量於的两个分量的公因子，由第三卷的公式 


(33. 10) 给出： 

+ (24.4) 

它的归一化条件是 

r 2 R p ^iRpidr = 2 jtd ( p f — p ). (24. 5) 

J o 

* 

现在回到相对论情形.我们首先指出，一个运动粒子的自旋 


和轨道角动量这时不再单独 守恒: 算符 s 和 i 都和哈密顿算符不 
对易.但是 ，（ 对自由粒子而言)状态的宇称仍然是守恒的.因而， 
量子数〗不苒代表轨道角动量的确定值，但仍决定状态的宇称（见. 
后）. 


我们来研究标准表象中所求的波函数（双旋量）於= 



在转动变换下 ，< p 和/的行为和三维旋量相同，所以它们的角度相 
关性由同样的球旋量给出.令炉〜込 ⑽其中 ^是1/2 
和1/2两个值中确定的一个.在反演时， ^( r )^ iy >(— r )[# 
看式 (21. 18)], 且由于⑽（一 n )=(—1) W 心 ( tt ), 所以 


炉 ( f ) — > i (—1) V ( r ). 

分 S /在反演时按照 Z ( r ) — > — i ^(- r ) 变换.因而,为了使状态: 

c 
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具有确定的宇称（即所有分畺在反演时都乘以相同的因子），必须 

• I 

使/的角度相关性由〖为另一可能值的球旋量给出.由于 
这两个值相差1,所以 （一1广=一（一1)、 

其次，炉和/的径向相关性由同样的函数及^和仏"决定 G 

t 

和 r 给出 o Jlm 中所含球函数的阶数).这是很明显的，因为每一 
个妒的分量都满足二阶方程 ( f — w 2 ) v ^ o , 对一个给定的 IpI 值， 
这个方程变为 

(A+j> 2 )^ = 0, 

这与自由粒子的非相对论性薛定谔方程在形式上完全一致. 

由此可见， 

< p = ARpi ^) ji my X — BRpi f £^ ji f m 9 (24. 6) 

剩下的问题是决定常系数 X 和从为此，我们考虑一个遥远的区 

域，在那里，球面波可以看成平面波.按照第三卷的渐近公式 
(33. 12) 

(24.7) 

_ * 

因而 P 是在 方向士 n(n = r / rO 上传播的两个平面波之差，按照 

式 (23. 8) ，对于它们中的每一个，我们有 

X ~ ——-—(士 TI • CT ) 炉. 

e-\-m 

根据上述[公式 （24. 6)]， 显然有 ( n ，< r ) 这里《为常 

数.这个常数很容易确定，当肌= I / 2 且方向 n 沿 z 轴时，比较这 

个等式的两边，即可 定出& 利用 (7. 2 «) ，我们求出 

(n - tr ) i lf ~ l Qjiw - (24. 8) 

将所得公式汇总起来并与 (24. 6) 比较，我们得到 

B = ——克 

、最后 ，系数4由#的总归一化决定.按照条件 
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J = 2nd j ^d ll *d mm td O—〆 ） (24. 9> 

对妒归一化，最后我们求出 

、 

1 / \/ e-\-m RpiQjim 

^Ppjlm — y - 

2ey_^/ e — R P i*Q 

由此可见，当 i 和讯(以及能量幻的值给定后，有两种宇称不 
同的状态.宇称由量子数〗单值地决 定“的 取值是 j 土 1/2:反演 
时双旋量 (24. 10) 乘以 i ( — IV . 但是，这个双旋量的分量含有阶 
数为/和 r 的两种球函数，表明轨道角动量没有确定值. 

当 r — oo 时，在每一个不大的空间区域内，球面波 (24. 7) 可以 
看成动量为1>=±: pn 的平面波.所以很清楚，动量表象中的波函 
数与 d 10) 的差别从本质上讲，只在于没有径向因子和赋予 n 以 
动量指向的意义. ' 

为了直接过渡到动量表象，必须进行傅里叶 变换： 

_ 

ip ( p f ) = ip ( r ) c ~ ip ， ' r d 3 x . (24.11) 

积分计算借助平面波展成球面波的公式[参看第三卷式 (34_ 3)]: 

eiP * r = f-|] 2 叫 (24.12) 


)，V = — l. (24. 10) 


将式 (24.11) 中的因子 e -#- ■这样展开，考虑到式( 2 4. 5)，我们求出 ; 
函数 


ip(r) = R PL (r)Q Jlm 




的傅里叶分量为 


这里的积分等于球旋量定义 (24.2) 中球函数的系数，与因子 

( P 7 〆 ) 一 起重新形成同样的球旋量,但宗量变成了 1>7/： 
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(2 丌) 


5{v f ~p)r l Q jlm (^y 


对双旋量波函数 （24. 10) 应用这个结果，我们得到它的动量表 


* 象: 


y We —m i~ l Osi^miP Iv ) 


( 24 . 13 ) 


状态 IWK 与 § 16 中所研究过的状态 IpjmlAI 〉 (这里 M 卜 
/2)是一样的 :两者 都具有确定的值和宇称.所以，球旋量 
Aim 可以通过函数/>忠来表达(它们的宗量都是 i>/W •当 P ~>0 
財，波函数 (24. 13) 化为三维旋量 Q Jlmf 其宇称为 ？ = IV (这 
里 rj = i 是旋量的“内禀宇称”）.与§ 16的结果比较，可以得出下 


的公式: 





2|^ (w (-i/2>^) i/2m：ttt； ( 1 /2> z> a) m) (24> 14) 


式中平1/2,«^>为三维旋量 （23. 14). 


§25. 自旋和统计学的关系 

自旋为 V 2 的粒子的场(旋量场)的二次量子化与§ 11中标量 
场的二次量子化是一样的. 

毋须重复整个讨论,我们立即就能写出和公式 (11. 2) 完全相 
似的场算符表 达式： 

(25.1) 

妒三 ^ + V° = 2 ~7oZ (^u pa Q ij>x + t>p. a U ^ p . a ^ {pX )； 
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对动量 P 的所有值和 a=±l/2 求和.反粒子的湮灭算符心.。(和、 
粒子的湮灭算符心 .a —样)以函数项的系数形式出现，这个与坐标 
相关的函数 (e ip> 0对应着动量为1>的状态 

为了计算旋量场的哈密顿算符，不必确定场的能量-动量张 
量（我们对标量场也曾如此)，因为在这种情况下存在着一个粒子 
的哈密顿量，借助它可以导出波动方程(狄_克方程 ）（21. 12) .这 
个粒子在波函数为於的状态中的平均能量^积分 

• ^.d 3 ar = i ^ v °-|^d 3 ar. (25. 2) 

应该注意的是，“能量密度”（被积函数)在这里不是正定量. 

在式 (25. 2) 中把函数0和石换成0 - 算符，考虑到具有不同 
或 or 的波函数相互正交，并且应用波振幅的关系式 U ± pa y ° n ±p . 

a 

我们得到场的哈密顿算符为 

^^^ e ( di . a d Pta ~ 6 Pta 6 i ta ). (25. 3) 

P*a 

可见,这时应该用费米量 子化： 

{dp •” dJ. CT } + = 1， { t > p . a9 Sp.cr} + — (25. 4) 

而其佘各对算符都是反对易的(参看第三卷， §65) •实 
际上，哈密顿算符 d 3) 这时可以改写成 

片= 1), 

P*a 

而能量本征值(和通常一样，略去无限大的相加常数)为 

^ — ^ ] £ (iV" N p. a ), (25. 5) 

P*<j 

它应该是，也确实是正定量.而在玻色量子化时，根据 (25. 3), 我 
们将得到本征值 

①两个函数都对应着静止参考系中的同一自旋分置值 < r ; 对于函数？ - P - CT , 这 
点将在§ 26 中证明，参看 ( 26 . 10 ). 
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-S 1 € (Np ta — Np,a ) ， 

'它不是正定量，因而没有意义. 

对于系统的动量，即算符 S 的本征值，可以得到一 

个和式 (25. 5) 类似的表 达式： 

P =-^ P ( Np . a - hN p .J (25. 6) 

P * a 

四维流算符是 ^ 

f 二 每 / i ， (25. 7) 

.而 求得场的“电荷”算符为 

0=^ y° 5?d 3 ^ ( 合 mUt.a) 

J P* a 

~ ^ , (&Ui> • a — 6p . a^p* a + 1 )^ ( 25 . 8 ) 

P* o 

其本征值为 

— H (25.9) 

p * a 

m 

这样，我们又得到了粒子和反粒子的概念, § 11 中与此有关的 
全部讨论在这里也 适用. 

然而，零自旋粒子是玻色子,而自旋为1 /2的粒子是费米子. 

-如果仔细研究这种差别的形式根源，就会看到差别的产生是由于1 
标量场和旋量场的“能量密度”表达式的性质不同.在标量场的情 
况下，这个表达式是正定的，因而哈密顿算符 （11. 3) 中的两项 (61 
和 SS +) 都是正号，为了保证能量本征值为正,代换邡+—应该 
不改变符号，即按照玻色对易法则进行.而在硫量场的情形下，“能 
量密度”不是正定量，因而哈密顿算符 (25. 3) 中的项鉍+是 负号; 为 
了得到正的本征值,代换 t 6-—>6^6 应该伴随着符号的改变，即 
:按费米子对易法则进行. 
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另一方面，能量密度的形式直接依赖于波函数的变换性质和 
相对论不变性的要求.在这个意义上可以说，自旋与粒子所遵守 
的统汁学的关系也是这些要求的直接结果. 

从自旋为1/2的粒子是费米子这一事实也可以得出普遍的结 
论: 一切半整数自旋粒子都是费米子,而整数自旋粒子都是叙色子 
(包括零自旋粒子，在§ 11中曾证明）礼 

这是很显然的，因为自旋为$的粒子可以想像成是 由&个 1/2 
自旋粒子“组成”的.当 s 为半整数时, 2 s 为奇数 ， s 为整数时 2 S 
为偶数.包含偶数个费米子的“复合”粒子是玻色子，而包含奇数 
个费米子的“复合”粒子是费米子 

如果系统由不同种粒子组成，那么对每一种粒子应该分别定 
义其产生算符和湮灭算符，这时，属于不同玻色子的算符或属于 
玻色子和费米子的算符互相对易.至于属于不同费米子的算符， 
在非相对论性理论中，可以认为它们或者是对易的,或者是反对易 
的(第三卷， §65). 在相对论性理论中,容许粒子互相转变，不间 
的费米子，其产生算符和湮灭算符必须看作是反对易的,就如同属 
于同一费米子的不同状态一样. 


习 题 

求旋量场的拉格朗日算符. 

解与狄拉克方程相适应的拉格朗日函数由实标量表达式给出： 

豢 

i — —设 /*?• y 〜） 一 m 夺 rp. (1) 


① 粒子的自旋与它所遵守的统计学的关系的起源，是泡利 ( w . Pauli ) 首先阐明 
^ 1 ( 1940 ). 

② 这里假设所有自旋相同的粒子遵守相同的统计学（不管它们的“组成”方法如 
何).这种假设的正确性可由如下的论证看出：甓如说，假若存在着自旋为零的费米 
子，那么，由一个自旋为零的费米子和一个自旋为1/2的费米子将组成一个自旋为 I / 2 
的泣子，它应该是玻色子,这与对1/2自旋所证明过的一般结论相矛盾. 



取垆和？的分量为“广义坐标 ” g ， 容易证明，相应的拉格朗日方程 （10.10) 与 
分和 g 的狄拉克方程相同.拉格朗日函数的总符号（如同它的总系数一样)是 

任意的.由于 I 是私和 歹的 微商的一次式，作用量及==在任何情况下都 

不会有极小值或极大值.这时 条件& 5 = 0所决定 的只是积分的 稳定点，而 
不是极值 •. 

在 （1) 中用算符#代替 A 就得到旋量场的拉格朗日算符.对公式 （12. 12) 
应用这个拉格朗日算符，便求出流算符 (25.7). 


§ 28 . 电荷共轭和旋童的时间反演 

(25. 1) 中与算 符心， 相乘的因子 tv ^ P ^' ipx 是动量为 P 、 
极化为^ •的自 由粒子(例如说，电子)的波 函数： 

^}p e J = 

r 

而与算符相乘的因子 寸如必 须看成是具有同样/^的正 
电子的波函数.但是这时电7和正电子的波函数是在不同的双旋 
量表象中表示的.这是很明显的，因为於和 《的变 换性质不同， 
它们的分量满足不同的方程组.为了消除这个缺点，必须对分量 
h 进行一定的么正变换,使新的四分量函数满足和相同的 
方程表 这样的函数我们称之为(动量为 P , 极化为^的）正电子 
的波函数.用表示所要求的么正变换矩阵,我们写出 

^ U -P~a* (26. 1) 

由於形成这个函数的运算 C 叫波函数的电荷共轭 （ H . 
A , Kramers , 1937). 当然， 这个槪念的应用并不限于平面波.任 

何函数0都有一个"电荷共轭”函数 

Ct ( t ， r 、 二 U c f ( t ， r ), (26. 2) 

它和於一样变换，并满足同样的方程. 

①对于自旋为零的粒子，一般不会产生这个问题，因为标量函 数少和 分*满足同 
一方程，分％和分是一样的. 




111 


參 



矩阵的性质可以根据这个定义得出.如果分是狄拉克方 
程 ( VP — W ) 於= 0的解，则尹满足方程 

^(yP + m ) =0 或 (yp +m)^ = 0. 

给这个方程左乘以 

U c y + mU ~ 0 9 
我们要求函数满足和於一样的 方程： 

(y p ~m)U = 0 . 

比铰两个方程，我们得到和矩阵 〆 之间如下的“对易关系 ”① v 


W 二 


(26.3) 


我们进一步假设波函数是在旋量表象或标准表象中给出的 
〈在本 节末我们才回到任意表象的一般情形).在这两种表象中， 


a 


y v ^z=y 0 * 2 ^ y l * z ~ — y 


V 


(26. 4) 


这时,满足条件 (26.3) 的矩阵是 " c = %v 2 r D ，价是 一 个任意 
常数•由0 = 1的要求得出因而矩阵可以确定到只 


差一个相因子.下面我们选％=1，因而 


再注意到 


U c ^y v 

存算符 e 的作用可以写成 

z = y 2 y 0 ^ 


(26. 5) 


(26, 6) 


在旋量表象中，变换 （26. 6) 的明显形式为 


卩：0— — if *, — 


(26.7a) 


或若等价地 


— i " l ， 


(26.7b) 


只要运用平面波的明显表式 (23, 9) 和标准表象中的矩阵 t/ c: 


①由此我们述得到等式 
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Uc ^= y $ u c 


(26.3a) 



U C J° ~ a ；Y (26. 8) 

\ —0 / 

平面波的电荷共轭变换是容易实行的.我们看到， 

<yyU * ~— <ydy ， 

若按式 (23. 16) 定义我们就有 、 

UUcU^p_ a =z Up 9 » (26. 9} 

由此可见， 

6f+ a = f P(r ， (26. 10) 

因而,与算符 6m —起出现在於一算符 (25. 1) 中的函数 0-pi 确实 
对应着一个具有动量 P 和极化^的粒子的状态.我们还将看到， 
电子和正电子的状态用同一函数 描述： 

i>Pa=^?a=^Pa^ 

由于函数 W 只包含关于粒子动量和极化的信息，这是完全自 
然的. 

可以用类似的方法研究时间反演运算.改变时间的符号，波 
函数应变成复共轭.为了在与原於相同的表象中得到“时间反演” 
波函数沙0),还必须对 0*( 或幻的分量进行某种么正变换.这 

样，与式 (26. 2) 类似,算符 f 对#的作用可以写成 

r) =U T ^(—t 9 r ), (26. 11) 

式中为么正矩阵. 

於所满足的狄拉克方程为 


( iy 0 美 + iy . V - m ) 垆0, r ) =0, 

歹所满足的狄拉克方程为 

在后一方程中进行代换 t — — t 并左乘以一 £/ r: 
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(^iU T y°^—iU T y -V (一 t ， r)—mU T ^( — t 9 r) =0. / 

我们想使函数 U T f { — t ， r ) 满足的方程与 V »( t , r ) 的方程相同，即 

(i V 0 差 + iy • V t^(. — ^t r ) — — 尤 ’ r) =0. 

比较这两个方程,我们求出矩阵应该满足的 条件： 

U T y° = y m T9 V T ^y ^-yV T . (26. 12) 

在旋量表象和标准表象中，满足这些条件的矩阵是① 

Ut = iy 3 v 1 y°* (26. 13) 

由此可见,算符$的作用由公式 

^pTpCt, r) =iy 3 y — r) = iy^y l ip*( — t, t) 

(26. 14) 

给出，这个变换在旋量表象中的明显形式为 

— i!: ， m~>i7 广 * (26. 15a) 

或 

T ； L—i| a *, (26. 156) 

在标准表象中， 

"O (26 . i6) 

为了求出 P ， T ， C 三种运算对分的作用结果，我们依次写出 

f^(t 9 r) = —iy 1 y 3 ip*(~t f r), 

r) =iy 0 (!? 於） =y 0 y W — 右， 一 r), 
r) =y 2 (y°y 1 y z ip*) ：k ~y z y°y x y 3 ^(~t, —r), 

或 

dP f Pf(t,r)=iy^(~t f -r). (26.17) 


①式 (26.13) 中相因子的选择与式 (26.5) 中相因子的选择有关，参看§27第一 
个脚注. 
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在旋量表象中， 


CPT : 卜 一 i §% Va-^iVa (26.18) 

[根据变换规则式 (20. 4), (26.7)， （26.15), 这也是不难证明 
的]①. 

上面所给的矩阵和的表达式是采用#的旋量表象或 

f 

标准表象.最后让我们看看这些表达式的什么性质在#的任意表 
象中依然保持. 

如果对垆进行么正 变换： 

〆=" 妒， y f = (26. 19) 

那么在新表象中， 

(d^y=u(Cio= uu c ^=uu € (fu) = uu c t/^. 

与矩阵的在新的表象中的定义比较（(⑸我们有 

ir c =UU c tL (26. 20) 

只有对于实的 仏变换 (26. 20) 与矩阵 V 的变换才相同.因 

而，只有在那些由旋量表象或标准表象经过实变换而得到的表象 
中，表达式 (26. 5) 也才是正确的. 

矩阵 (26. S ) 是么正的，转置时改变 符号： 

U c Ui^l, U c =—U c . (26.21) 

这些性质对变换( 26 . 2 0)不变，因而在任何表象中都成立.矩阵 

(26. 5) 也是厄密的但在一般情况下，这一性质被变换 
(26. 20) 破坏. 

上述讨论[包括公式 (26. 21)] 同样也适用于矩阵的性质. 
在二次量子化方法中， t 算符的变换应该被表述成粒 
子的产生和湮灭算符的变换规则.这些规则的建立（类似于§ 13 中 
对零自旋粒子所做的那样)应该依据这样的 要求： 被变换的少-算 

① cAb 的写法是假定算符从右至左依次作用.由于条与&和矢不对易(在它们 
对双旋量的作用上 ），（ 26 . 1 ?) 和 ( 26 . 1 S ) 中的符号就与这种次序有关. 
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符能够写成如下形式： 

4 c (t 9 r)=-U c f(t 9 r) 9 

^( t ， r ) = iy °^( t , - r ), (26. 22> 

^ T (t 9 r)=U T ^(-t,r). 

习 腰 

求 Majorana 表象中的电荷共轭算符(参看§ 21, 习租 2). 

解在 Majorana 表象中，矩阵％可以通过变換 (26. 20) 由标准表象中 
的矩阵 U c = ~ a u 得到，这时的 U =( a P - hj 3) />/ T ; 求出的％ = 和汊 

都是标准表象的矩阵）.如果 Majorana 表象中的量用带撇表示，我们有 
( H ，= U r a ( W ) ;由于片所以 

6 i> r = a y ( i / j r * a ff ) =0'*, 

即电荷共轭和复共轭是等价的. 

§27. 粒子和反粒子的内禀对称性 

自旋为 | 的粒子在其静止参考系中的波函数是一个单一的三 

维旋量（用表示).粒子的内禀宇称概念就与这个旋量在反演 
时的行为有关.但是，如同§19中所述，虽然三维旋量的两种可 
能的变换规则互不等价，陚予一个旋量特定的宇称 
却没有绝对的意义.因而，谈论自旋为1/2的粒子的内禀宇称是 
没有意义的,但是可以讲这种粒子两两之间的相对内稟宇称. 

由两个三维旋量0 (1> 和办 2) 可以组成一个标量 in 
果它是真标量,就说这两个旋量所描写的粒子具有同一宇称;如果 
它是赝标量,就说这两个粒子具有相反的内禀宇称. 

我们来证明，自旋为1/2的粒子和反粒子的内禀宇称是相反 
的 （ B . B . Bepecrei ； KHft, 1948). 
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首先，如果将运算 C (26. 7) 用于旋量表象中的/>变换 （19. 5) 

P ： i a ~^ ir]af Va ~> i£ a (27, 1) 

的两边，我们得到 

这里的指标 c 代表与 寸 O 电荷共轭的双旋量 ) 的分 

量.取复共轭并交换指标，我们求出 

P ： vl ^ i c ^ (27.2) 

我们看到，电荷共轭的双旋量在反溃时按同一规则变换. 

设 〆 e > 是粒子(例如，一个电子）的波函数， 而， 〃>是反粒子 
(例如 ，一 个正电子)的波函数.后者是一个与狄拉克方程的 ( ‘负频 
率”解电荷共轭的双旋量.在静止参考系中，它们都变成某种三维 
旋量： 

= 4> (e>« ^Cp)a ，— = 0( py ^ 0 

^ / a ^ ^ f a 

根据式 (27.1) 和 (27. 2), 这两个旋量在反演时的变换规则 

0 a ^ l 0 a (27. 3) 

对0⑻和少⑻是相同的,而乘积少⑷少⑻改变符号，这就证明了 
上面所做的论断. 

真中性粒子是与自己的反粒子完全相同的粒子 (§12), 这种 

粒子场的#算符满足条件 

^( t , r )==^ c ( t 9 r ). 

对于自旋为1/2的粒子，这意味着条件(在旋查表象中）① 


^ a -- ir + , 扣― 一 心. (27. 4) 

和任何一个表达物理性质的关系式一样，这两个条件对 CPT 变换 


①在 Majorana 表象中，真中性只不过意味着算符 f 的厄密性（参看§26习 

題） • 

• ^ 
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不变不难证明，事实上它们不仅对变换不变，而且对三 
种变换中的每一个单独变换也不变. 

在§ 19中我们曾约定把旋量的反演定义为 f = — 1的变换， 
并且一直遵循这个定义.上面所得到的关于粒子和反粒子的相对 
宇称的结论应该不侬赖干反演的定义方式.不难看 a , 情况确实 
如此. 

如果按条件# 2 = 1 定义反演，则式 (27.1) 将变成 

尸： r— %, (27. 5> 

这时，电荷共轭函数按照 

变换，与式 (27. 5) 相差一个符号.因此，三维旋量 0 将按照 

0 — 0<P>^ 

变换，因而乘积 0 ( e 将仍然是赝标量. 

两种反演槪念在物理结果上的唯一可能的差别是：根据式 
(27. 5), 真中性场的条件对这种变换(或 CP 变换）不是不变的，而 
是要改变等式 (27. 4) 两边的相对符号.实际上，已知的真中性粒 
子中没有自旋为1/2的，现在还不能说两种反演定义的上述差别 
有没有实际的物理意义®. 


习 m 

求电子偶素（由电子和正电子组成的类氢系统 > 的电荷宇称。 

解两个费米子的波函数对同时交换两粒子的坐标、自旋和电荷变量应 
该是反对称的（比较§13的习题).交换坐标要给波函数乘以 <— I ) 1 ,交换 
自旋乘以（一这里厶=0或1,是系统的总自旋)，交换电荷再染以待求 


① 更确切地说，变换的定义在这里应该使类型 (27.4) 的关系式保持不变, 
适当选择矩阵 Ur 定义中的相因子躭能做到这一点(参看§ 26第三个脚注）. 

② 两种反演定义的不完全等价性是由 Racah 首先指出的 （ G . Racah ,1937)， 
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的由条件（一 iv (— 1 ) 1 + W = — 1 ,我们求出 

由于电子和正 电子的内禀宇称相反 ，所以系统的空间宇称—组合 
宇称： CP =(— 1)* + \ 

§28. 双线性式 

我们来研究由函数0和 f 的分量组成的各种双线性式的变 
换性质.这类双线性式在量子力学中是非常重要的.四维流密度 
矢量 (21. 11) 就属于这类双线性式. 

因为於和，各有四个分量，由它们可以组成 4 X 4 = 16 个独 
立的双线性组合.根据§ 19中任意两个双旋量(在这里就是分和 
1 T ) 的相乘方式，这16个组合式按其变换性质的分类是显而易见 
的 ，即： 可以组成标量(用 S 表示)，赝标量 ( P ), 与真四维矢量 
(4 个独立量)等价的二秩混合旋畺，与赝四维矢量 A \4 个量)等 
价的二秩混合旋量,与反对称四维张量 T ^(6 个量）等价的二秩双 

旌置. 

写成对称形式(在0的任何表象中），这些组合可以写成 

S — P = i^y s ip 9 

F = T^=\fa^^ 9 (28. 1> 

式中 

or^ =y(y #， v v -vV) = C«, (28. 2) 

[ 式 (28. 2) 中的分量如式 （19.15) 所列]①.以上表达式全部是 r : 
实的. 

由于量 S 和 P 在旋量表象中为 


①对 P 进行么正变换时(改变表象），我彳 i ^ r : _ 

tp^Utp,y->UyU^ l 9 

显然，双线性式对这种变换是不变的. 
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S^=i*7} + V*i, — 

恰好与表达式 （19. 7) 和 （19. 8) —致,显然， S 是标量， P 是赝标量. 
狄拉克方程左乘以麥，我们得到 

由于右边是标量,所以左边的表达式也应该是标量.由此可知，量 
P 是矢量. 

式 (28.1) 各量的组成规则显而易见^矩阵 〆 犹如四维矢量， 
V s 是赝标量，而两边的 P 和0在一起形成标量①.双线性式中不 
会有对称四维张量，这一点从旋量表示可以看出，也可由下述规则 
看出： 由于矩阵的对称组合是而任何这种形式 
总化为一个标量. 

将式 (28. 1) 中的0-函数换成 f -算符 ,就得到二次量子化的 
双线性式.为了具有更大的普遍性，我们将认为两个#-算符属于 
不同粒子的场，并用指标〃和6区分它们.现在让我们来看这样 
的算符式在电荷共轭时如何变换.注意到@ 

= Uc ^, V 0 z = Ui ^ (28.3) 

利用式 (26. 3) 和 （26. 21), 我们有 

h 》 二 ijnrv—luvu 

当算符按原来次序排 列时& 在#左边)，由于费米对易法则 
(25. 4), 乘积改变符号(此外，出现与场的状态无关的一 些项; 我们 


% 

① 由于本身的“质标量性”和这些规则相一致, 

② 为了从第一等式得到第二式，可写为 

^ A A A A 

V YO^)^y°=y n Uiy^ ^ = -y^uiy^ =^y^U^i}^ 

I 利用了式 (26. 3), (26.21) 和 v 。 的厄密性]. 
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略去了这些项,和在§ 13 中类似的处理一样).因此，我们得到〜 

V 

对其它双线性式作类似处理,我们求得,在电荷共轭时有① 

Cl 

bay 舍 ab ~^ ba ， 

■ 

( 28 . 4 ) 

用类似的方法可以确定这些双线性式在时间反演时的行为. 
这时必须记住（参看§ 13 ), 这种运算要引起算符次序的改变. 

4 p 

例如 

在此式中代人 

♦ t = Ut $， 二— vi 峰， ( 28 . 5 > 

我们得到~ 八 ^ 

H ^ b) T 二 — ^ T ^ T ^ a —^ b ^ T ^ T^a ^ fb ^ a - 

用同样的方法研究其余的双线性式,我们得到 

T ： 包 (nv)a,->(n -V) & a, 

CA \ A ) ab -^( A \ - A ) ba 9 fii =(^ a ) ab ^(^ ~~&) ba 

( 28 . 6 > 

[多 , 3 是三维矢量，按照式 （ 19 . 15 ), 等价于少〜的分量]. 

在空间反演时，根据张量的性质,我们有② 

P^a^at, 户⑽ ― 一户抑 , 汶 °, V) a& ~>(n — V) fl& , 

(A\ A) a6 ->(-2°, A) a „ t 訌 =( 多 , ( — 多 ， &) ab . 

( 28 . 7 ) 

① 应该注意,对于由々-函数(而不是0 -算符)组成的双线性式，变换 (28. 4) 具有 

相反的符号，因为函数因子石和4回到原来次序时不会伴随符号的改变. 

② 为避免误解，请注意这样一点 :变换 r 和/ >同样要求改变函数的自变董；若式 
(28.6) 和 (28. 7) 的左边是函数3；== («,『)，其右边(被变换了的双线性式）分别是函数 

x T ~{~t ,r) 9 x p ={t P —r). 
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曇后, 联合应用三种运算,所有的及咖巧 i 保持不变,而所有的 

改变符号.这恰好与这种变换就是四维反溃一致：由于四 
维反演等价于四维坐标系的转动，所以任何秩真张量和赝张量对 
这种转动没有区别. 

现在我们来考虑由四个不同函数 r 1 组成的双线 
性式的成对乘积.不同的成对函数相乘，得到不同的结果.但是， 

有可能把任何这种乘积都化为具有确定因子对的双线性式的乘积 
( W . Pauli , M . Fierz , 1936). 我们来推导进行这种约化的关 

系式. 

我们先研究四阶矩阵的集合 

( 28 . 8 ) 

(1 为单位矩阵).给这16个 （1+1 + 4+4 + 6) 矩阵按任意确定的 
序列编号，并用浐 (4 = 1, … ，16) 表示它们.而把四维张量指标 

Ov ) 在下边的同样矩阵用表示.它们具有下列 性质： 

Spy" 4 =0 (y A 9^^)f 

y A y a ~ spv^ yq = 的 . (28.9) 

最后一条性质说明,矩阵 〆 是线性无关的.又因为它们的数目等 
于四阶矩阵的元素数目 （4 X 4), 所以，矩阵 v 4 组成一个可以表达 
任意四阶矩阵厂的完 全集： 

r =^ y ^ c A y A , c A ^- i - SPy ^ r , (28. 10) 

A 

:或者写成矩阵指标 ( i , A = 1,2, 3, 4) 的明显形式 

厂 + > : 厂 InVmiYAik* 

A 

特别是，如果矩阵厂只包含一个非零元素(厂 m ), 就得到所求的关 

系式（“完全性条件”）. 
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— AikVml* ( 28 . 11 ) 

此式两边乘以 ft 靜 mfi ， 我们得到 

(^ a i/} d ) (^ c \j} b ) (^ a VA^ b ) (^ c y A i> d )> (28. 12) 

4 ^ 

这个方程把两个标量双线性式之积化为由别的因子对组成的双线 
性式的乘积 ®. 这是我们要推导的等式之一. 

这个类型的其它等式可以根据式 (28. 12) 得到，为此，需 要进: 
行代换 

^ d —>y B ip d f 7p b -^y c iff b 

并利用展开式 

V A V B = y ^ t CRy It f c n =~ Spy A y B y R 

St 

(参看习题). 

为了后面引用方便,这里我们还要给出与式 (28.11) 对应的二_ 
阶矩阵的关系式.线性独立的二阶矩阵 or 4 (4 = l, 4) 的完全 


集是 



它们具有性质 

If ^ X9 ^ V9 ^ Z* 

Spa A =0 0 4 #1), 

(28. 13) 


~ Spcr A ( T B 

(28. 14) 

其完全性条件是： 

S^ySfii — 

Cr ^ Cr » Y = ~^ tr W a ^v+ I 么 Av 

A 

(28. 15) 


①为了避免误解，应该说明，这里指的是由0-函数组成的双线 性式. 对于由反 
对易0-算符组成的双线性式，变换的符号是相反的. 
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<0£，多, … =1, 2) 或者按另一种方式写成: 




2 


«v 


« 


O'ip ~ -^SayS^ft* 


(28. 16) 


习 题 

对双线性式 P , V , A f T 的两对标量积导出与式 ( 28 . 12 ) 类似的 公式. 

解我们引用符号 

J s -=(^ a ip b ) (^ c ip 4 ), J P =(^ a y 6 ip b ) (? W a )， 

J v = (^y^) (^ e y M ip d ) 9 (? a iv ， y 5 於 *) (? c iy ， v 5 V ^) ， 

J T = (flow 护) (^ c lcr Mv ip d ) f 

而用带撇的字母表示交换了俨和#位置的同样的乘积 • 按照正文中所指 

出的方法，我们得到 

4 J r s = J s + JV + JV+A + J ，， 

4Jy~ iJs — 2*7 v +2J^ — 4t7 p f 
4J f ^ = 6J s — 2J fp -|- SJ p f 

AJ f A — 4 J s - j - 2 Jy —^ 一 4 Jp * 

AJ f p~J JS 一 J _ ^ A p 

[ 笫一个等式与式 ( 28 . 12 ) 相同], 


§29. 极化密度矩阵 

描述动量为1>的自由运动(平面波)的波函 数於， 其坐标相关 
牲归结为公因子 e + S 而 振幅心 起着自旋波函数的 作用. 在这样 
.的状态(纯态）中，粒子是完全极化的(参看第三卷， §59) •在非相对 
论性理论中，这意味着粒子的自旋具有确定的空间方向(更确切地 
说，存在着自旋分量为+1/2确定值的方向).在相对论性理论中, 
§23指出，由于自旋矢量不守恒，在任意参考系中这样描述一个 
状态已不可能.纯态仅仅意味着在粒子静止的参考系中，自旋才 
具有确定的方向. 

在一个部分极化的状态中，不存在确定的振幅，而只有极化密 
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度矩阵 Pud (=1， 2, 3, 4 为双 旋量指标).这 个矩阵的定义，应 
该使它在纯态中化为乘积 

Pik~ ^PiUpjg* 

因此，矩阵 P 的归一化条件是 

Spp=2«i 

f 1 参看 （23. 4)]. 

在纯态中，自旋平均值由畺 

§= -^ j 0* J S 0 d 3 x = ~^ u*Snp — ~ u p y 0 Sn p (29. 3)" 

确定.对于部分极化状态，相应的表达式是 

5—- i - Sp ( py 0 -2) — J ~ Sp ( py 5 y )- (29. 4) / 

4e 4e 

振幅满足代数方程组 

(yy~/n)«p = 0, n p (yp~m) — 0. 

所以矩阵 (29. 1) 满足方程 

{yf — rn ) p = p{yp — m ) =0. (29. 5)^ 

在混合态（对自旋来说）的一般情况下，密度矩阵应该满足同样的: 
线性方程（比较 第三卷 §14中类似的结 论). 

如果对自由粒子在其静止参考系中进行研究，可以运用非枏; 
对论性理论。在这个理论中，部分极化态由三个参数——平均自 
备矢量 S 的三个分量完全决定.显然，同样的几个参数将决定经 
过任一洛伦兹变换后的极化态，即运动粒子的极化态. 

让我们用£表示静止参考系中的二倍平均自旋矢量（在纯态: 
中 ，ICI = i , 在混合态中， ISI < i ). 为了对极化态进行四维描述, 
引入四维矢量/比较方便，在静止参考系中它就是三维矢量 C . 由 
于《是轴矢量，所以/是四维赝矢量.这个四维矢量与静止参考 
系中的四维动量正交[在静止参考系中， (0,0, ( m 9 0)^ 
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( 29 . 1 ) 
( 29 . 2 > 



因此，在任意参考系中, 


a " 2^=0. 


(29.6) 


此外,在任意参考系中将有 

(29.7) 

在粒子以速度 T = 运动的参考系中，四维矢量/的分量 

可以利用洛伦兹变换由静止参考系 求出： 

C^f -—^8 f (29. 8) 

m 77 i 


式中的指标 // 和丄分别表示与方向 /> 平行和垂直的分棄①，这几 
个公式可以写成矢量 形式： 


n ^ r v- n o_a p _p C 

** ^ 卞 -~ y ■ - ， （I ~ 

e m 


輯. 

wr 


( 29 * 9 ) 

我们首先研究非极化态 (£= o ). 在这种情况下，密度矩阵中 
只有四维动 量夕作 为参数出现.这种矩阵满足方程 ( 29 . 5 ) 的唯一 
形式是 

p — ^r(yp + nO ( 29 . 10 ) 

2 

( H . E . TaMM ,1930, H . B . G , Casimir , 1933) # 常系数是根据归一 
化条件 (29. 2 )选择的。 

在部分极化的一般情况下(£^0),我们来求形女卩 


1 # 

p — 7 ^~(vp + m ) p / ( yj ?+ m ) (29* 11) 

4 m 


/ ①在相对论力学中，和任何角动量的分量一样，平均自旋矢董 5 的分量就其变换 

-性质而言，是反对称张董这〃的空间分量.四维矢量以与这个张量的关系是： 

jS ^ M e ^ a^= ~—e^ Wv(} S^ v pp* 

2 m m 

我们着重指出，在任*参考系中，四维矢量心的空间部分《绝不等于 25. 不灌看出， 

2 s ' ~ 一 [ pI ) ~> 2 •丄 = ^0丄 = 丄. 

m tit tit 
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的密度矩阵，它自动地满 足方程 (29. 5). 当 {=0 时，辅助矩阵 〆 
必须是单位矩阵；由于 

( V 沪 + m) 2 = 2m (vp + m) , 

所以,表达式 (29. 11) 与 (29. 10) 是一 样的. 其次，矩阵 〆 应该包 

含四维矢量《的一次项作为参数，即具有如下形式 

p ’= 1 — ^4 y 5 ( ya ); (29. 12) 

在第二项中出现赝矢量《和“四维矩阵赝矢量”的标量积.为 
了确定系数汔我们写出静止参考系中的密度矩阵： 

p-^(i + v°)(i Mv 5 y . O ( i + v 0 ) 

-- y(l + v °) (l + ^ y 5 yO » 

按照式 (29. 4) 计算自旋平均值. 荆用§ 22中的法则不难 发现， 
迹中的唯一非零项是 

_ 1 A 

2s = ^—Spfpv 5 y) = — -j-Sp ((y*i)y) = ^C- 

令这个表达式等于 C , 我们得到 4=1. 把式 (29. 12) 代入(29.11〉 
并交换 因子 〆 和 (VP + 饥)，就得到 P 的最后表达式.由于 a 和 p 
正交，乘积 VP 与 Va 反 对易： 

( v «) ( VJP ) = 2 ap — (yp) ( ya ) = — ( yp ) ( ya ), 

因而与 V 5 ( Vfl ) 对易. 

这样,部分极化电子 的密度 矩阵可表达为 

p = y(vy + w)Cl — V ^ Cvo )] (29. 13) 

< L . Michel , A . S. Wightman, 1955). 如果矩阵 /> 已知，则表征状 

态的四维矢量 a 可以按下面公式 求出： 

^-^- SpCpyV ). (29. 14) 

Zm 

正电子的与电子的密度矩阵公式完全类似.如果一个具有四 
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维动量及的正电子用它的振幅《 严 和根据这个振幅定义的密度矩 
阵来描述，则与电子的情形没有任何区别，且矩阵 pm 将由同 
一公式 (29. 13) 给出.但是，在实际计算有正电子参加的散射过程 
的截面时(下面将会看到），我们所遇到的不是而是“负频率” 
的振幅所以，极化密度矩阵（用 P ( ―表 示）的定义应该能使它 
在纯态时化为 

按照式 （26*1), 正电子的振幅 = 相反地， 

n- p = U c u^ 9 u^ p ~UcU^~u^Ui 

[比较式 （28. 3)]. 如果 

P \ h ~ Pf* 

则这些公式给出 

p <'> = UcP ^ Ui t (29. 15) 

• I 

代入的表达式 (29. 13) 并利用式(邪. 3), (26. 21) 进行简 
单的整理，我们得到 

P ㈠ =4~( y 》一《0 [l — v 5 ( ya )] (29. 16) 

特別是，对于非极化态， 

* (29. 17) 

* 

后面在谈到正电子密度矩阵时，我们将指的是矩阵 ph 并略去揩 
标（一 ） （矩阵实际上并不用）. ^ 

在各种计算中，我们常常需要求形如的表达 
式对自旋态的平均值，这里 P 是某种（四阶)矩阵，而《是具有确定 
四维动量的状态的双旋量振幅.这种求平均等价于用部分极化 
态的密度矩阵 Ph 代替乘积 

特別是，对两个独立自旋态的完全平均等价于换成非极化态， 
按照式 （29. 10), 这时我们有 
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u p Fu p — -i-Sp (yp-j-m)F. (29. 18) 

。极化 . 

对干负频率的波函数，类似地有 

去 〉 -^-Sp Cyp — ^ • (29.19) 

*化 1 

如果这里指的不是求平均,而是按自旋态求和,其结果将大一倍. 

现在我们来考察密度矩阵 (29. 13) 怎样过渡到非相对论极限 
下的表达式.为此，我们回到电子的静止参考系.在波函数的标 
准表象中，此参考系内的振幅知在非相对论极限下具有两个分 
量，因此，密度矩阵应该变成二阶.实际上，在静止参考系中， 

p=y(v°+i) (i+r 5 r-0, 

用矩阵 V 的表达式 (21. 20) 和 (22.18), 我们求出 

/二 ), p 样粞 = m ( l+crO (29. 20) 

零代表二阶零矩阵.如果采用非相对论理论中一般的归一化，密 
度矩阵归一化为1(8?户_轉=1)而不是 2 m , 则上式必须除以 2 m , 因 
而得到 

-i-(l+cr-£), 

这与第三卷式 (59. 6) 相一致. 

类似地,正电子密度矩阵的非相对论极限是 

/ 0 0 \ ^ 

P=[ n 非相 = + 

\ 0 p im / 

最后，我们写出极端相对论情况下密度矩阵的简化表达式.设 
在式 (29. 8) 中取[从而忽略相对小量<») 2 ^并将结果代 
入式 (29. 13) 或( 2 9. 16), 选 p 方向作为 a ; 轴,可以 写出： 


_ 
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p = 去 0( v 。一 v 1 ) 1 — 丄. y 丄)， 

v 

式中第一个方括号内 m 前的符号，电子取“+”，正电子取“一 ”. 当 
乘积展开时,其中的首项消去，次级项给出 

p=^(y 0 -v J )[i + v 5 (±G+CL.yjL)] 

或者重新将 KZ — y 1 ) 写成 v ? 的 形式： 

P = y ( y ^) Cl - hV 5 (±^// + £ x * yx )]- (29. 21) 

这就是所求的极端相对论情形下的密度矩阵的表达式.我们 
注意到，极化矢量 C 的两个分量以相同的数量级平等地包含在这 
个表达式中.我们还记得是极化矢量与粒子的动量相平行(“ 
>0) 或反平行(“<0)的分量.特别是对此粒子的螺旋性状态,“ 

•这 时,密度 矩阵具有特别简单的形式： 

P = + ( yW ( l ±2 Ay 5 ), (29. 22) 

它应该与中微子或反中微子的密度矩阵的形式相合，这是因为，中 

微子或反中微子是质量为零且有确定的螺旋性的粒子（参看下 
面 §30). 

§30. 二分置费米子 

我们在§20中看到，描述自旋为1/2的粒子要用两个旋量 
和 r /), 这是与粒子的质量相联系的.如果粒子的质量为零，这种 
必要性就没有了.描述这种粒子的波动方程只需要一个旋量，比 
如说，用带点旋量 W 

P ai V } = 0, (30. 1) 

或者等效地， 

(#o + 多 • o r ) J ?= ： 0. (30, 2) 
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在 §20 中还看到，包含质量 m 的波动方程对反演[变换 


(20. 4)] 必定对称.当用一个旋量描述粒子时，这种对称性就不复 


存在.好在反演对称性并不是自然界的普遍性质. 


对 m 为零的粒子,其能量和动量之间存在着关、系式 e = IP I , 

所以，对于平面波 （如〜 e + O , 方程( 3 0. 2) 给出 

( n * cr ) 7} p = —(30.3) 

式中 n 是矢量 p 方向的单位矢量.同样的方程 

(n * cr ) »7- p = 一 7 /_ p (30. 4) 

对“负频率”的波 （ 7/ 也成立. 

二次量子化0-算 符为： 


p p 


通常由此得出，为反粒子的波函数. 


(30. 5) 


根 据算符的定义 ( so . 1 ) 可以看出， r u =- r \ 因而复 


共轭旋量 f 满足方程一~ f = o , 或者等价地有 


写成就表达了这样的 事实： 复共轭将带点旋量变成不带 


点旋量.这样，反粒子的波函数满足方程 



(30. 6> 

或者 


(乡 0 — 多 . cr )!=0. 

(30. 7> 

因此,对于平面波， 


( n *< r)|p = | p . 

(30. 8) 

但是，是自旋在运动方向上的投影算符， 

所以方程 
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(30. 3) 和 (30. 8) 意味着，具有一定动量的粒子的状态必然是螺旋 
性状态，自旋在运动方向上的分量具有确定值.这时，如果粒子的 
自旋与动量反方向（螺旋性为一 1/2), 则反粒子的自旋沿着动量方 
向（螺旋性为 + 1/2). 

存在于自然界的中微子可能就是具有这种性质的粒子.习惯 
上把螺旋性为一 1/2的粒子有条件地称为中微子，而螺旋性为 
+ 1/2的粒子叫反中微子 ( D . 

中微子状态在自旋方向上是非简并的，与此相关，我们在§8 
中说过， 一 个质量为零的粒子只具有对动量方向的轴对称性.对 
一 个真中性粒子——光子，这种对称性既包括绕此轴的转动对称， 
又包括在穿过此轴的平面内的反射对称.在中微子的情况下，不 
存在反射对称，只有绕轴的转动群保持角动量沿该轴的分量守恒， 
且不改变符号.只有同时将粒子变为反粒子，才会有反射对称性. * 
还必须指出，中微子必然是纵向极化，这意味着无法把它的自 

旋和轨道角动量区别开来（如同光子必然是横向极化的一样，参 
看 § 6). 

由一个旋量 U (或 I )共可构成四个双线性组合，它们一起组 
成四维矢量 

= (30.9) 

不难证明，方程 

(多0 +多 

意味着连续性方程 ^ r = o 成立，即尸起着粒子的四维流密度矢 
量的作用. 

① 泡利为解释0衰变的性质从理论上预言了中微子的存在 U 931). 方程 (30.1) 
由 AVeyl 首次提出 （ H . Weyl , 1929). 以这些方程为基础的中锇子理论为朗道、李政 
道、杨振宁、萨拉姆所发展 （1957). 

关于中微子质量等于零的问題，迄今为止还没有从实验上最终査明.为了标识由 
方程 （30.3) 所描述的粒子，后面我们将有条件地使用“中微子”这一术语. 
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中微子平面波的归一化方法与 § 23 中对有质量粒子采取的 


方法相类似 


r?p 


\Z2e 


2/pC 


ipx 



(30. 10) 


而旋量振幅由不变性条件 

u * p ( l , cr ) u ± p ^2( e f p ) (30. 11) 

( JJ 一化.这时，粒子密度和粒子流密度是/ = l，j = J >/ e = n . 

既然具有一定动量的自由中微子永远是完全极化的，那么就 

k 

不存在（自旋）混合态的概念，因而可以方便地弓 I 入二阶极化“密度 

. + 

矩阵”，它定义为二秩旋量 


(这时 Spp = 2 e ). 注意到这个矩阵满足方程 

(e +J>*cr)p = p(eH~p-cr) ~0 

由此可得到它的表 达式： 


(30. 12) 


p~e 一 p *< r * (30. 13) 

当研究各种不同的相互作用过程时，中微子可能与別的自旋 
为1/2、质量不为零的粒子同时出现，这些粒子要用四分量波函数 
描述.在这种情况下为保持符号上的一致，可在形式上也为中微 
子定义一个“双旋量”波函数,只不过它的两个分量为零：0 = 



但是一般来说，当过渡到别的（非旋量)表象时，#就不能保 


持这种形式不变.这个困难是可以避免的，我们知道，在旋量表象 
中存在恒等式 


亨0=0, (心 *) 亨，， 

_ 

式中 S 是一个任意的“辅助”旋量，在结果中并不出现[矩阵 V 5 见 
式 (22. 18)]. 所以，如果把具有四分量的0看成 w = 0 的狄拉克 
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方程 


(30. 14) 


(yp)ip=0 

的解，而且遵守补充条件 1/2(1 += 6 或者 

(30. 15) 

那么，在任何表象中用0描述中微子时，其真正的“二分量”特性将 
保持不变. 

将这个补充条件考虑在内的方法是，在含有0和 g 的所有公 
式中，都要进行下列 代换： 

於 — 1^!於， (30.16) 

例如，四维流密度矢量可以写成[在表达式中进行 (30. 16) 
的代 换]: 

(30. 17) 

按照这个法则，中微子的四阶密度矩阵变成 

p=-^(l + V 5 ) (yp) (l-V 5 ) = y(l + V 6 ) (v?)- 

(30. 18) 

在>旋量表象中，它应该化为式 (30. 13) 的二阶 矩阵： 

Cp :)• 

* 

对于反中微子，也有和上面类似的公式，区别是 V 5 前面的符 
号不同. 

中微子是电中性粒子，但是具有上述性质的中微子不是真中 
性粒子.从这些关系上我们看到，在可能的粒子状态数(而不是別 

的物理性质)方面,用两分董旋量描述的“中微 子场％ 等价于用四 

% 

分量双旋量描述的真中性场.对这种真中性场，在这里不是指螺 


碡 
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/旋性一定的粒子和反粒子的状态，而是指具有两种可能螺旋性的 
一种粒子同样数目的状态，并且反演对称性将自动存在.但是我 

们看到，“四分量”中微子的质量等于零可以说是“偶然的”，这是因 

/ 

为中微子的零质最并不与它的波动方程的对称性相关（质量不为 
零是许可的).所以，这种粒子的各种相互作用必然会引入虽然很 
小、但仍然不是严格等于零的静止质量. 

§31. 自旋为3/2的粒子的波动方程 


自旋为 3 /2的粒子在其静止参考系中用三秩三维对称旋量描 
述(具有 2 «+1 = 4个独立分量)。在任意参考系中，则由四维旋量 

“和描述，其中每一个四维旋量对同一类（带 
点的或不带点的)所有指标都对称;在反演时，每一对中的两个旋 
量互相交换. 

为使静止参考系中的四维旋量和 V . 續 变成对三个指标 
都对称的三维旋童，它们必須满足条件 

v 

. ' 

fh PY W ， (31. 1) 

实际上，在静止参考系中， 

p afi - >Po8^ = mda 

[从式 (20.1) 可以看出此结果].因此，条件 (3 L 1) 化成等式 

式中带撇的字母表示对应的三维旋量.换句话说，这些旋量对指 
标《、於缩并时结果为零，这就意味着它们对这两个指标对赤，因 
而对三个指标都对称. 

旋量 I 和 r ； 之间的微分关系是 

P iv V L = PivtV (31. 2) 

曲于条件 (31. 1),(31. 2) 的左边对所有指标缩并时都为零> 因而这 
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些 a 对指标么] >或 a , 3是对称的.在静止参考系中，由于方程 
(31. 2)，三维旋量 f 和 7?' 相同.从方程 (3 L 2) 中消去 r ? 或 I ,我： 
们看到，旋量 I 和 U 的每一个分量都满足二阶方程 

(# 2 — m 2 )| a ^ ; =0. C31. 3) 

b 

p 

方程 (31. 1) 和 (31. 2) 组成自旋为3/2的粒子波动方程的完全 
集®.旋量 S 和; f 的引入没有导致任何新结果.它们是按照下列： 
关系式建 立的： 

利用旋量的矢量性质 （ W _ Rarita , J . Schwinger , 1941; A . C . 
flaBLigo B , H . E . TaMM , 1942) 可将自旋为 3/ 2 的粒子的方程表述： 

成另一种形式.一对旋量指标0£声可比拟成一个四维矢量指标 
那么，三秩旋量的分量可对应于具有一个矢量指标和一个旋 

量指标的“混合”量以的分量.类似地，旋量对应于量#：：,而两 

个旋量一起与“矢量性”双旋量^(双旋量指标未写出）相对应.这： 

▲ - 

时，波动方程变成每个矢量分暈 t 的“狄拉克方 程”： 

k - «w 

( yp — m ) ♦• = ()， (31. 4) 

其补充条件是 

yV ^ O . (31. 5) 

利用旋量表象中矩阵 〆 *的表达式和旋量与矢量分量之间的关系 
式 （18. 6), (18. 7), 不难证明，方程 (31. 2) 暗含在式 (3 L 4) 中，而条 

p 

* 

件 (31. 5) 等价于旋最和7/^对指标 O 或外的对称性条 
件.方程 （31. 4) 乘以 V '再应用条件 （31. 5), 我们得到 

V A ， V v ^v^ = 0, 

或者利用矩阵/的对易规则， 

①关于这些方程的拉格朗日表述，请参看§】5中引用的 rierz 和 Pauli 的文聿_ 
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( 31 . 6 ) 


第二项根据 (31. 5) 又等于零,而第一项给出 

(31. 7) 

不难看出，由式 （31.4) 和 (31. 5) 自动得出的这个条件与条件 

(31. 1) 等价. 

最后，波动方程还有一个表述方法，就是弓 I 入量 二 
1,2,3, 4) ,它具有三个双旋量指标并对这三个指标对称 ( V . Barg - 
mann ， E. P. Wigner, 1948). 这一组量等价于全部四个旋量|，??， 

的分量.波动方程变成一组“狄拉克方 程”： 

* * 

(31- 8) 

容易看出，这组方程已能给出独立分量的必需数目（四个）， 
所以，不必再提出附加条件.实际上，在静止参考系中，式(3 〗 . 8) 
化为等式 


V i — iUlel ， 

按照这个等式，（在标准表象中 ） H Z =3, 4的所有分量都等于零, 
即垆 m 化为三秩三维旋量的分量. 

以上结果显然可以推广到任何半整数自旋 s 的粒子.当用形 
如 (3 L 4) 和 (31. 5) 那样的方程描述时，波函数将是具有一个双旋 
量指标的 （2 s _ l )/2 秩对称四维旋量.而用形如 (31. 8) 的方程描 
述时,波函数将具有&个双旋量指标，且对这些指标对称. 
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第四章外场中的粒子 


§32. 外场中电子的狄拉克方程 

从本质上讲，自由粒子的波动方程只表达与时空对称性的一 
般要求相关的那些性质，而这些粒子参与的物理过程则依赖于它 
们的相互作用的性质. 

可以将经典理论和非相对论性量子理论中描述粒子电磁相互 
作用的方法推广到相对论性量子理论. 

但是，这种方法只适用于描述像电子和正电子那样一些不能 
参与强相互作用的粒子间的电磁相互作用.由此可见，现理论适用 
于电子的量子电动力学的广泛领域.同样，象//子这类不稳定粒子 
也不能参与强相互作用，它们也可用上述的量子电动力学描述.此 
外，它还可用来处理比寿命(与弱相互作用相关)短得多的那些时 
间里发生的现象. 

在本章中，我们将研究属于单体理论范围的量子电动力学问 
题.在这些问题中，粒子数不改变，而相互作用可借助外电磁场 
的概念来引入.在这样的理论中,外场被认为是已知的;除此而外， 
与所谓的“辐射修正”相联系的一些条件也限制这种理论的应甩 
范围. 

推导电子在一已知外场中的波动方程的方法,和非相对论性 
理论中一样(第三卷， §111). 设 A = A ) 为夕卜电磁场的四维 
势 ( A 为矢量势，0为标量势).为了得到所求的方程，只 II 在狄 

拉克方程中将四维动量算符#换成 p - eA ： 

Zy(P — e4) — 7n]0=O (32. 1) 
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这里 e 为粒子电荷 ①. 在式 (21. 13) 中作同样的代换，可得到相应 
的哈密顿 算符： 

A ~ a - eA )(32. 2) 

狄拉克方程对电磁 场势规范变换的不变性表现如下：在进行 

变换 A-^A+iPX(X 为任意函数)的同时，波函数亦进行变换 

(32.3) 

(比较薛定谔方程的 类似变 换：第 三卷， §111)®, 则方程的形式 
不变. 

电流密度的波函数表达式与无外场时的公式 (21. 11) —样，即 
卜柄 • 不难看出，应用方程 （32.1) [和下面的方程 (32. 4)]，把 
推导式 (32. 11) 的那些计算重复一遍，就会 看到： 消去外场,连续性 
方程对干先前的电流表达式也是正确的. 

我们来对方程(32_ 1) 进行电荷共轭运算.为此我们写出方程 

V (^ + ^^4) + H = 0. (32.4) 

和前面推导方程 (21. 9) 的做法一样，对式 （32. 1) 取复共轭即得到 
方程 （32. 4)( 这时应记住，四维矢量4是实的）.将这个方程写成 

l^(t + eA) + = 

左乘以矩阵并利用关系式 (26. 3)，我们求出 

ly{p^eA)-rti] (dip)=0. (32. 5) 

由此可见，电荷共轭波函数所满足的方程与原方程的区别在 
于电荷的符号变了.另一方面，电荷共辄运算意味着由粒子变成 
反粒子.我们看到，如果粒子具有电荷，则电子和正电子的电荷一 
定反号. 

对一阶方程 （32.1) 应用算符 V (# —就能变成二阶 

① 电荷包括它的符号;对电子而言 ， e = — |«|. 

② 带有函数的变换 (32.3) 有时叫“局部规范变换％以区別含有常数相位 
负 a 的“非局部规范变换”式 (12.10). 
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方程: 


( f , — eA v ) — m 2 ]0 = O , 


乘积可以写成 


/v’cjo^V+vyvO+jCv^V —v v /) =g^+cr 




这里是反对称的“四维矩阵张量” （28. 2), 给它乘以 o ^, 就可 
由如下代换实现反对 称化： 

(P^ — eAJ (多 v -e 疋)- e4) (p v —eA ¥ )}^ 


e( — A M p p - {- p y A^ — 多 〆 l v 十 ^ 多芦） 




2 


2 


ie ( H — 


\e 

Y 


F 


9AV 


d = 3, 次一 U ，为电磁场张量).结果，我们得到二阶方程 

(p-eAy-m^-^-eF^cr^ > = ()• (32. 6> 


乘积 FW 可以通过分量 


= (a, i 】；） ，尸⑽ = (-JE ， ff) 


写成三维形式，这时 


L(P~ z — m 2j r eS *Jf ~iea*£J^ = 0 


(32. 7) 


或者用通常的单位, 


{ \h 2 
Ac 9t 


e 

c 


0 


2 


ifbV-\- —A 
c 


2 




c 


- A-e 

C 


0 = 0. 


(32. 7a) 


方程中出现含 £ 和 H 的项是由于粒子的自旋，这一点我们将在 
下一节进一步讨论. 
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当然，二阶方程的解中还有不满足原一阶方程 (32.1) 的“多佘 
解”（它们是方程 [VG — ^4)+ m ]0 = O 的解).在具体情况下如 
何选择合适的解，通常是显而易见的.正规的选择方 法是： 如果史 



妒 =[V (梦 一 ed) + 抓 ] 史 - (32.8) 

实际上，这个等式乘以 4)— 后，如果史满足方程 (32. 6 ), 
则右边为零. 

应该着重指出，利用代换 一 将外场引入相对泡波动方 
程，这一方法并不是不言而喻的.它的引入运用了一个补充 原则: 
代换必须在一阶方程中进行,正因为如此，方程 (32. 6) 中出现附加 
项.要是在二阶方程中直接进行代换，这些附加项就不会出现. 

外场中狄拉克方程的定态解，既可以有连续谱的态，又可以有 
分立谱的态.与非相对论理论中一样，连续谱的态对应着无限运 


动，粒子做这种运动时可以处在无限远，因而可以看成是自由的. 


由千自由粒子哈密顿算符的本征值 等于士 VV + m 2 , 因而很清楚, 


能量本征值连续谱出现的条件是和 e <_ m . 如果 一 m<e 
< w , 则粒子不能处于无限远，因而运动是有限的，状态属于分 
立谱. 


和自由粒子一样，具有“正频率”和“负频率” （ e <0) 的 
波函数可按一定的方式纳入二次量子化表式.对于外场中的粒子, 
这种表式可自然地推广如下 :用狄 拉克方程的归一化本征函数 
和[分别属于正颊率(以>)和负频率（一 4°)] 代替公式 d 1) 
中的平面波，即 


—i£n +) 0 +^n^n~ ) exp(ig ( n~ ) ^)}, 

n 

吞 : 々 ;^( n +)exp(igW) + ^^ ( fT 〕 exp( —ig( w -)/)} 

n 


(32.9) 
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这时必须注意，随着势阱的加深，能级可能穿过边界目 [I 
由正能级变成负能级（或者对相反符号的势，由负能级变成正能 
级).从连续性考虑，必须认为这些仍然是电于的（而不是正电子 
的）能级.换句话说,当无限缓慢地移去外场时，趋于连续谱正界 
限0= W ) 的一切状态都是电子的状态. 


虽然电子在外场中的狄拉克方程可以解决广泛的量子电动力 


学问题，但同时应该强调,在相对论性理论的单体问题范围内，外 
场槪念的适用性仍然受到限制.这种限制与电子-正电子对的自发 
产生有关；当外场足够强时，就会产生电子-正电子对(参看下面的 


§ 35, §36). 

在本书中我们将不去研究在自旋不为1/2的粒子的波动方程 
中引入外场的问题，因为具有这种自旋的真实粒子是强子 r 强子的 
电磁相互作用不能用波动方程描述.与此相联系的一 点是： 这类 
方程可能导致互相矛盾的物理结果.例如，零自旋粒子的波动方 
程在足够深的势 I # 场中具有复能级(虚部有两种符号).自旋为3/2 
的粒子的波动方程将导致因果关系的破坏，这是由于出现了超光 
速传播的解. 


习 题 

试确定电子在恒定磁场中的能级. 

解矢量势为毛= 0, (场丑沿；:轴指向）.广义动量的分 

以及能量）守恒. 

利用辅助函数屮的二阶方程[参看式 (32. 8)], 取屮为算符(它的本 
征值 = 士 1) 以及算符火的本征函数.免的方程具有如下 形式： 



(eHx~pg) % — eHa > 9? = (e 2 — m z —p:)<p. 


这个方程的形式与线性谐振子的薛定谔方程完全一样.本征值 e 由公式1 


e 2 —m 2 —W = |e| 丑 （ 2n + l) —eHa P n = 0,l f 2 P 
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给出（参看第三卷 S 112). 我们看到，按照公式 (32. 8) 由9?决定的波函数垆 
不是算符的本征函数.这与运动粒子的自旋不守恒相符合. 


§33. 按的幂展开® 


我们在§ 21中看到，在非相对论极限下 ( v — O ), 双旋量0 = 

的两个分量(幻为零.所以，当电子的速度很小时,/《弘这 

样,只要把波函数按 1/ c 的幂作形式上的展开，就有可能得到只含 
二分量的量 P 的近似方程. 

外场中电子的狄拉克方程可以写为： 




(33.1) 


粒子的相对论能量还包括静止能量 «* c 2 . 为了过渡到非相对论近 
似，应该消去静止能量，为此,引入函数 W 代替 A 




于是就有 


ih—^ + mc 2 )0 

at 


cot •(多一 + ^mc 2 + e0 


将於'写成我们得到方程组 


d 


dt 


e0)gp’ = ccr •(多一 


Ajx f 


(33. 2) 


^ih^~~e0 + 2mc z )X f — c<r* (多一 


(33 .鉍 


(下面我们略去 P 和/上的撇号.由于在本节中我们只用被变换 


了的函数，，因此不会引起误解). 

在一级近似下,方程 (33. 3) 左边只剩下 2 mc 2 ^ 一项,故有 


①在这一节中采用通常的单位. 
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^ = 2^ <r， 7 


A ) 炉 


( 33 . 4 ) 


(我们看到,; r 〜炉 / c ). 将此式代入式 (33. 2) 得 


9 


(in^~e0 )q> 


2m 


<r 


(多- 


€ 

c 





对于泡利矩阵，有如下关系式 •_ 


( cr * a ) (< r - b ) = a.b + icr * (ax b ) 


(33. 5) 


式中 A & 为任意矢量[参看式 (20,9)]. 在我们现在讨论的问题 


^ f a^h = p --^ A , 但由于多和 A 不对易，矢量积 《 xb 不为 


C 


零 


^ — A ) x 一 


<P 


• eft 


c 


(Ax V ) + (VX A ) 


9> 


i? r0tA .弘 


由此可见, 


<T 


^ T A ) 


2 




多- AaV -^ ct-h 

c / c 


(33.6) 


(式中 H ^ rotA . 为磁场)，我们得到 9? 的方程为 


9<p 


\%^r^6<p 

ot 




2 m 


e 

c 



2 


+ e 0- 7 ^- <r .ff 
2mc 


<P 


争 


(33.7) 


这就是所谓的泡利方程，它和非相对论性薛定谔方程的区別 
在于它的哈密顿算符中的最后一项，这一项的形式是磁偶极子在 
外场中的势能(比较第三卷§ 111). 因此，在按 1/ C 展开的一级近 
似中，电子的行为像一个同时真有电荷和磁矩 




e 


me 


%s 


(33. 8) 


的粒子.这时，自旋的回转磁比率 ( e / mc ) 要比轨道运动的回转磁 
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比率大一倍 

^^p = ^*rP = q >* q > i - X * X . 在一级近似中，第二项应该舍 
去，因而 p == | 2 ,这正是薛定谔方程应有的 结果. 


流密度是 

j = ci/j*aip = C {<p*orX m 

根据式 (33. 4), 在此式中代人 

X= 2^ fr ' (i 秀 V _ 

ihV ~~ A )< p *- cr 9 
2mc \ c / 

含有两个因子 ^ 的乘积通过式 (33. 5) 进行变换，为此将式 (33. 5) 
写成如下 形式： 

( cr . a )< r=flt + i<rx a , cr ( or * a)=a + iaxcr (33. 9) 

结果得到 



2 m 


(< pv < p * — t p * y ^ p ) — 


— A<p*<p + 
me 


2 m 


rot(<p*crq >)， 

(33.10〉 


与第三卷非相对论性理论的表达式 (115. 4 )—致. 

现在让我们继续展开到 1/ c 2 项，来求二 级近丨 以②.这时我们 
睱设只有外电场 (A = 0). 

首先我们看到，当包含〜 1/ c 2 项时,密度为 

p=ki 2 +m 2 =M 2 +^in 炉 I 2 , 


它和薛定谔表达式 不同. 为了在二级近似中求出与薛定谔方裎对 
应的波动方程，必须引入另一个二分量的波函数％以代替炉，它 


① 这个著名的结论是狄拉克在 I 928 年首次得到的，满足方程( 33 . 7 > 的二分量 
波函数是泡利在 1927年引入的，当时狄拉克还没有发现他的方程. 

② 下面我们将仿效 B . B . 别列斯杰茨基和兀及.朗道的方法 （194 9 ). 
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的时间无关的积分形式为 | l % l 2 d 3 : r , 与薛定谔方程的一样. 


为了求出所要求的变换，我们写出条件 


jV; <p s d 3 ^ = 11^*9?+ 4 ^ 2 - 2 (Vg?*-cr) (cr* V<p) |d 3 ar 


并进行分部 积分: 


(<r • V<p)d z x = 一 <p*(a-*V) (cr-V)9?d 3 iP 


g >*^ q>d 


(或者？^和史互换).所以 




显而易见, 


^ = ( 1 + sfc)^ 9 ， = ( 1 -8&K (33 .丄 1> 

为了简化书写，我们将认为状态是稳定的，即可以用能量 S 


(已减去静止能量）代替算符在比式 （33.4) 髙一级的近似 
下，我们从式 （33. 3) 得到 


将它代入式 (33. 2), 然后按照式 (33. 11) 用％代替？>,并略去所有 
高于 1/ c 2 的项.经过简单的计算，就得到％的方程呼,=沒& 
这里的哈密顿算符是 

泣 = 签 + 抑 - ■.和 0( *° ■.奶 一 i 

•(多2 0 + 0 多 2) p 

大括号内的表达式按照如下公式 变换： 

• 146 • 



(cr. 多 )0(<r. 多） = 0p 2 + (cr*p0) (cr*p) = 0$> 2 
+i 态 (cr.£) (o ■• 多 )， 

p 2 0^0p 2 = - A 2 A0 + 2i 寿 E •多 

式中 E =- V < P 为电场.哈密顿算符的最后表达式为 

4+ 秦 H . 帅- ^ divE . 

(33.12) 

后三项是所求的 1/ c 2 级修正，其中第一项来自动能对动量的 
相对论性依赖关系(差“ / FTW — ㈣ 2 的展开式)第二项可以叫 
做自旋-轨道相互作用能， 是运动磁矩与电场的相互作用能①.最 

后一项只在建立外场的电荷所在点上不为零.例如，在点电荷 Ze 
的库企场中， A0 = —4^Ze5(r) (C. G. Darwin, 1928). 

如果电场是中心对称的，则 

e ， r A0 

E= n . 


自旋-轨道相互作用算符可以写成 


eh 

4m 2 c 2 r 


<r(r x J>) 


d0 = _ n 2 6U 
dr 2m 2 c 2 r dr 



(33. 13) 


这里？为轨道角动量算符, S =+ cr 为电子的自旋算符，而? 

b 

是电子在场中的势能. 


①引用了磁矩 (33. 3) 和速度 t)=p/m, 这个能量就变成 (£ Xv ). 乍看起 
来这个结果似乎不可靠，因为当变到随粒子一起运动的参考系时，要出现磁场 H =Jl£ 

C 

XV ； 在这个磁场中，磁矩应具有能量一 /*•". 实际上，因子 ] / 2 (“托马斯 1/d 
"Thoma*，1926) 的出现与相对论不变性的普遍要求和电子的特殊性质（电子是具有一 
龙回转磁比率的“旋最”粒子)相关（参看§ 4 1). 
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S 34. 氢原子能级的精细结构 


我们来确定氢原子能级（即静止梭的库仑场中 一 个电子的能: 
级）的相对论修正①.电子在氢原子中的速度 vfc 〜 a 《 l , 因此，所 
求的修正可以用微扰理论来计算——在非微扰态（即非相对论性 
波函数）上求近似哈密顿量 （33. 12) 中相对论项的平均值.为了使 
结果具有较大的普遍性，我们假设核电荷等于 Ze , 但同时认为 


核的场强五=名奸/7* 3 ,而它的势满足方程 
将此式代入式 （33. 12) 的最后三项，并考虑到电子的电荷为负，我 
们得到微扰算符 


t 




Za 


8m 3 2r z m 2 


l 



Zajt 

2 m 2 


&( r ). 


(34. 1) 


既然是按照非相对论薛定谔方程， 

梦伞 = 2/n(e 0 + 

(式中 mZ 2 « 2 /2 n 2 为非微扰能级，》为主量子数)，则平均 





这个量和式 (34. 1) 中第二项的平均值一样，是利用下列公式计算 

出来的（参看第三卷 §36): 

— ^ maZ 二 r— (maZ ) 2 

厂 = ? , r = n 3 (l+1/2) 9 


—r (maZ) 3 

r ^ nH ( l -\- l /2 )(l + l ) 

(最后一个的 ^#0); 本征值为 


(34. 2> 


①核运动对这些修正的影响是更髙级小量，这里我们不考虐 • 
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jU+D-ia+D- 


3 

4 


，/关 0 时 


0, 




0 时 


最后，第三项的平均利用了公式 


ZamV /4 


♦⑼ 



0, 


i = 0. 


(34. 3) 


运用上述公式对各种情况(即对 j 和丨的所有值)进行简单计 


算可以给出结果 


Ae 


iZa) A 

2n 3 Vi+1/2 


I) 


(34. 4> 


公式 (34. 4) 给出所求的氢能级能量的相对论修正，即精细结 
构能量①.这里提醒 一句: 在非相对论性理论中，既有对自旋取向 
的简并，又有对 《的 库仑简并.精细结构（自旋-轨道相互作用）消 
除了这种简并，但并不 完全： 具有相同的 《， i ， 但士 I / 2 不同 
的能级仍然是二重简并的(这时只有对给定的《，为最大可能值 

d mAX + l /2=«— l /2’ 的能级是非简并的).因此,计及掎 


J = J 


max 


细结构的氢能级序列 如下: 


Is 


1 / 2 ; 


2Si/2, 2^1/2% 2 夕 3/2; 

，一 * v ■ ■_ f 

3 及 1 / 2 , ^Pi/2> 3 ^ 3 / 2 > 3 <^ 3 / 2 , 


主量子数为《的能级分裂成《个精细结构分量. 

应该注意，在非相对论力学中，能级在库仑场中的“偶然”简并 
与该场存在特殊的守恒定律相关:量 A 守恒，它的算符是 


U ) 这个公式[以及更精确的公式（ 3 匕 10 )]是索末菲 ( A . Sommerfeld ) 在最子力 
考建立以前 根据坡 尔的旧量子论得出的 • 1 
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A— — — x ^ 一 ^xl} 
r 2 ma 

C 参看第三卷 (36. 30)]. 在相对论性情况下仍然存在的二重简弗 

与特殊守恒定律的联 系是： 狄拉克方程的哈密顿算符+ 

* 

於 m — e 2 / r 与算符 

b 

/ = 工 •: S + 1+ O s ( 泠 一 m 芦） 

r TW C£ 

对易 （ M . H . Johnson , B . A . Lippmann , 1950). 在非相对论极限 
T , 这个算符 / ^ > I：-A 

后面 (§123) 我们将会看到，保留下来的二重简并被所谓的辐: 
射修正(兰姆移动)消除，这一修正在单电子问题的狄拉克方程中 
被忽略了. 

我们在这里提前指出，这项修正的数量级是〜 mZ 4 a 5 ln (1/ a ). 
自旋-轨道相互作用的二级修正为〜因而它与辐射修正 
的比为〜 Z 2 «/ l n ( l / a ). 对于氢原子 ( Z = l ), 这个比显然很小，因 

而在这种情况下精确求解狄拉克方程是没有意义的.但是这对心 
很大的核场中电子的能级是有意义的（§36). 


§35. 在有心对称场中的运动 

我们来研究电子在有心对称的电场中的运动. 

由于在有心场中运动的电子的角动量和宇称（相对于选为坐: 
标原点的场心)守恒，所以，在§24中关于自由粒子球面波的讨论 
完全适用于有心场中电子波函数的角度关系，只有径向函数要改: 
变.因此，我们将要找出如下形式的定态波函数(在标准表象 中)： 

卜 (? H-ifd )， (35 - x> 

式中 Z = j 土 1/2, H — l ， 引入幂 (一1) 是为了简化后 面的么 
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式. 


标准表象中的狄拉克方程给出 0 和 Z 的方 程组： 

(e — m — U)<p= (r-pX f (e + m — U)X^= z cr*p<p 9 (35, 2y 

式中 f/(70 = e^Hr) 是电子在场中的势能.将式 ( 3 5.1) 代入，结果: 

归结为计算这两个方程的右边. 

球旋量用 O nm 表示如下： 



[参看式 (24. 8)], 我们可以 写出: 


—i(<r*^) (<r*r) ^Q nm . 

T 


利用公式 (33.5)变换乘积(0-1>)(0^), 并将矢量算符展开，我 fff 
求出 

(gt.^)Z- —i{p.r + io-- (pxr)}^^ /m 

={ — divr— (rv) — cr* (r x B)} —£ijtm 

r 

=- 卜’++夕 + -$ 0 "m, 

式中 x 多为轨道角动量算符,撇号表示对 r 微分.乘积 CT ?- 
2 l * s 的本征值等干 


2i.s 二 尸 一 J 2 —sy()+l) — 叩 +1)-| 

4 


i-i/2 




)—1/2 时 , 


-jf—3/2Z = j+l/2 时 . 

为了使±1/2两种情形下公式的写法一致，引入符号 


— 0 + 1 / 2 ) = — (; + 1 ) 
+ 0*+1/2) = ^ 


j— 《 +1/2 时， 
j~ I —1/2 时 . 


(35. 3> 
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数 k 取 0 以外的一切整数值(正数对应于 j ^ l -1/2 的情形，负数 
对应于 j = Z + 1/2的情形）.这时 hcr = — (1+/0,因而 


(cr*p)X = — ( 〆 + - ; 迻 心 Qj 



将此式代入式 (35. 2) 的第一个方程时，方程两边的球旋量 
相消.对第二个方程进行同样的计算，结果，对径向函数得 
:到如下的方程组： 

T (35. 4) 

9 1 + — (e~m-U)f-=0 9 

r 

或者 


(fry + ~~ (fr) - (e^h m-U)gr^ 0 9 
(gry ——~(gr) -h (e—m—Z 7 )/r = 0 . 


( 35 . 5 ) 


我们来研究 f 和 在很小距离上的行为，假定 r — 0时 U ( t ) 
比1/「增长得快.这时在 r 很小的区域内方程 （35. 4) 取如下 

形式 •_ 

f +Ug=0, g’ 一 Uf=0. 

它们具有实数解 

/=const ， sin( Vdr + 8 «/ = const-cos Qt/dr-f 6 

(35. 6) 

式中 3 为任意常数.这两个函数在 r ~>0 时是振荡的，不趋于任何 

极限.不难看出，这种情况相当于非相对论理论中粒子“落”到中 
心上. . 

首先我们看到，距离很小这个条件对解的选择没有附加任何 
報制:振荡函数没有 r = 0 的条件，常数 d 的选择仍然是任意的(在 
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r 很大的 区域内 ，对 5 的 ff 何 随， 适当选择3就可以使波函数有正: 
确的行为).为了消除这种不确定性，可以把 r =0 时的奇异勢看 
作 r — 0时在某个 r Q 点被“截止”的势的极限[即当 r > r 0 时等于 
"( r ) 而 r < n 时等于 C /( r Q )]. 当 r 。 为有限时，当然会得到确定的^ 
能级系列，但是当 n — 0时，基态的能量 趋于一 co . 

既然在深能级上的粒子被限制在附近的很小区域内，在 
非相对论理论中这正好意味着“落”到中心.在相对论理论中，这 
种情况一般是不允许的.因为这意味着系统自发产生电子-正电 
子对是不稳定的.实际上，如果在真空中产生这样的粒子对需要超: 
过的能量，那么在场中，较小的能量就够了.当电子处于能量 
的束缚态时 ， 只要花费 e + w <2 i » 的能量就能产生粒子对， 
而且是在束缚态中产生自由的正电子和电子.如果束缚态能级的: 
能量 — 这样的场可以自发地产生正电子（具有能量 _ e > w ) 
而无须消耗外来的能量.在我们所研究的场中，当^->0时，有无 
限多个这样的“反常”能级 0<_ m ). 所以，如果 r 〜0 时场勢 - 
0(0 比 1/ r 增长得快，这样的场就无法用狄拉克理论处理.应当 
着重指出，这是属干两种符号的势.虽然粒子“落”到中心只发生 

在吸引的情形下，但是由于 ^ = 的符号也与电荷的符号有关， 
所以，在一种情形下电子能级的行为是反常的，而在另一种情形下 
正电子的能级是反常的;在第二种情形下，场产生自由电子. 

其次，我们来研究波函数在大距离上的行为.如果 rice 时 
场 V㈦ 衰减得非常快,那么，当确定波函数在大距离上的渐近形 
式时，就可以忽略方程中的场.当 e > m 时，即在连续谱的区坺 
内，我们回到自由运动的方程.这时，波函数的渐近形式(球面波) 
与灼由粒子的区别仅仅是出现了附加“相移”，其值由场在近距离 
上的形式决定 ®. 相移与 j 和丨的值有关，或者说依赖于上面所 

山比较第三卷§33•和非相对论理论一样， i /( r ) 应该比 1 /r 衰减得快. V〜\jr 
的情形将在§ 3 S 中专门研究. 
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弓 I 入的数 K (当然也依赖于能量0 .用么 表示相移并利用自由球 
® 波的表达式 (24. 7), 我们可以立即写出所求的渐近公式 




2 


I Ve+wflj Im sin(pr 


nl 


T 


x /2 f 


2 




Q n t m sin (pr 


nl 

"2 


+ <5 


(35. 7) 


:或者，考虑到定义 (35. 1) 时： 

( 35 . 8) 

式中公共系数在这里对应着径向函数按 (24. 5) 归 
—■化 • 

分立谱波函数 （ e < m ) 在 r^oo 时按照 


/— — = 令 ex〆 一 r V w 2 — 7) - (35. 9) 


-指数衰减，式中的為为常数. 

和非相对论理论一样，相移心(更确切地说，量 e 2 i 〃一 l ) 决定 
该场中的散射振幅(关于这一点将在§ 37中详细讨论）.在这里我 
们并不着手研究这些量的解析性质(比较第三卷§ I 28 ),我们仅仅 
指出, e 2 i “ 作为能量的函数,在粒子束缚态能级的对应点上仍旧具 
有极点.函数 V &在这种极点上的留数，按一定的方式与相应的 
分立谱波函数的渐近表达式中的系数相关.将第三卷的非相对论 
公式 (128. 17) 加以推广，就可得到这个关系.必要的计算与第三 
卷 §128完全类似. 

将方程 (35. 5) 对能量微分，得 


de / t oe 2e 


w 


!LM +{e _ m _ v) M 

r de de 


Tf . 
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这两个方程分别乘以 1 $ l — rf ， 而式 (35. 5) 的两个方程分別乘以 t 
一巧和 r /， 然后将四个方程逐项相加，全部约筒后，我们得到 

r , 

IK 嚓—礓)]一" 2 切 A 

将这个等式对 r 积分： ' X 、 

I 

v (€- 

• I 

g 

然后求 ^ 时的极限.由于归一化条件，等式右边的积分等于 

1，而等式左边，函数/和穿在渐近区域内按等式 

(rf) f 

rg=--~~ 

e-hm 

•t 

相联系[这个等式是在忽略了有 u 和有的项的条件下由武: 

k «• 

。5. 5) 得出的].结果我们得到 

(r/) 孕 -t/ ( 学 )']=L (35. 10) 

e+m 9e \/ 

这个公式仅仅以系数 Q+m 代替了 2m) 区另 li 于函数/的类仏 X 
的非相对论公式.因此,没有必要重复随后的#算,在点 e = e 0 (e 
为能级)附近成立的最后公式是 ' 

e 2i8 * = ( -1) 1 - 7 - (35. 11> 

e — 饥 + a 

式中戌为渐近表达式 (35. 9) 中的系数. 

■ • 

• . • 

习麵 

求 r 很小时陂函數在场口〜 r〃0?<l) 中的极限 形式， 

_ ► -*■ 

解对于自由粒子，当 r 很小时我 们有; /〜 y 〜因而当，<夕歐 
而 1> V 时/《办我们假设(其结果難 ffi 实)在所研究的场中这个关系5 
式也是成立 的. 当 /<" (即/ 1/2 〆 = — /— l)Bt, 式 (35.4) 的第 一个- 
方程中含穿的项可以胳去，因而仍然有 f 〜 r 1 . 第二个方稚給出 9〜^洱，麻 
a 卜 ww . 可以按照类似的方法研究，>"的 情形. 结果我 m 


^ 155^ 


求出: 


时： /〜 r 1 ，^ 〜 

Z>r 时： f 〜 r ts ， g 〜 r ”. 

§ 36, 在库仑场中的运动 


我们从波函数在很小距离上的产为着手来研究在库仑域这 

种重要情形中的运动性质.为确定起见，设场为引力场 V 
— — Za / r ® # 

当 r * 很小时，方程 (35. 5) 中的 e 士 m 项可以忽略;这时 

{fry +~fr—~gr^O, 

r r 


( 9 ry-}gr+-ffr^ 


两个函数 / r 和!^ 平等地包含在这两个方程中，所以它们具有 
'的同 次幕: 介= 代入方程中给出 

a(y + k) — bZa= 0, oZa+6(y — /c) = 0, 

'由此得到 

V 2 = k 2 -(Zcc) 2 . (36. 1) 

令 （ Za ) 2 </^ 这时 V 为实数而且应该选择 正値： 相应的解 
或者在 r = 0时不发散,或者比另一个发散得较慢.这种选择的合 
理性可以通过研究在某个很小的〜上截止的势(如同在上一芴中 
所阐明的那样）和取极限 n — 0 (比较第三卷§ 35中类似的讨论) 
得到证实.这样， 


f7ff 

f = - g — const • r 一 1 + v , 

y 卞 〆 

y = n/k 2 = »/( j + 1 / 2) 2 - ZW". 


(36. 2) 


①在通常的单位中， U ^~ Z ^/ r . 过波到枏对论单位时，0用无量纲的量《 
‘代替 • 
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ffi 然波函数在 r = 0 时可能变成无限大(如果 v < l ), 但是对 I 0 P 
的积分仍然是收敛的. 

如果 ( Z «) 2 > ic 2 , 则由式 (36. 2) 给出 的两个 y 值是虚的，对应 
的解当 r 〜0 时像 r ^ cosdvllnr ) —样 摆动； 这又相当干“落”到 
中心的 情形; 上面已经阐述过了，在相对论性理论中这是不能容许 
的.因为这意味着在狄拉克理论中只有当 Za < l , 即 Z < 
137时，才能看成是纯库仑场. 

现在对 Z >137 时出现的情况作点定性描述.为了避免 r = 0 i 

处边界条件的不确定性，应该再次考虑在某个5上的截止势 ( H . 
3. HoMepaH^yK, A. Cmopo ^ hhckhA , 1945). 这不仅具有形式 

上的意义，而且有直接的物理意义. Z >137 的电荷事实上只可能 
集中在某个有限半径的“超重”核内.因此我们 来研究 为已知\ 
时，能级分布如何随着 Z 的增加而改变. 

在“非截止”库仑场中，当时低能级的能量^变为零, 
且〜 （ Z ) 的相关曲线中断——当 Zcc > l 时能级^变成虚的[参看 
下面的式 (36. 10)]. 在“截止”场中，对给定的只在某个 
>1时，能级〜才通过零点.但是~ = 0的意义在物理上是分不 
出来的;而当 r 。 关0时，从形式上也分不出来 一 eJZ ) 的相关曲、 
线在这里不中断.当 Z 进一步增加时，能级继续下降;在达到某个 
确定的“临界”值 Z 二 4(0) 时，能量〜达到低能级连续谱的边界 
(一 m ). 如上节所述，这意 味着广 •生自由正电子所要求的能量为: 
零.所以，临界值&是 O 给定的“裸”核可能具 f 的最大电荷. 

当 Z > Z C 时， £ l <- m 的能级从能量上讲^利于产生两个电. 
子-正电子对.两个正电子到达无穷远处且带走 2(| ei l — m ) 的动 

能，而两个电子填充能级结果形成壳层被填满、电荷 
~Z— 2 的“离子” （ C . C . repuiTeHH, 3. B . 3ejibA0BH^, 1969). 一直 

到达到下一个能级的边界 一 m 所对应的 Z 值,这个系统都、 
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是稳定 的®. 

最后我们指出，即使在点电荷的情形下,小距离上势的分布也 

因辐射修正而受到影响，但是辐射修正的计算对 &0 E 的修正量仅 

■ 

为〜 

现在我们来研究波动方程的精确解 （ G . Darwin ， 1928; W . 

-Gordon, 1928). 

+ 

分立谱 ( e < m ). 我们要寻找的函数/和夕是 

f ~^>/wi + e e - " 2 〆 1 CQi H - ^ 2 ) f (36 3) 

夕 = —e-^V 1 ^ -Q2), 

式中引入了符号 

p = 2^ r , A ~\/ m 2 '—€ z i y ^^/ K 2 — Z ^ oF . (36. 4) 

由于 我们已经知道函数在 P —0 时的行为 (36. 2) 和 p — ① 时的指 
数衰减(〜 e _^)， 因此,这种形式是合理的.又由于在库仑场的情 
形下，当时 (35. 9) 的第一个等式应该满足，所以，当 p — ① 
&时， Cl 》©2. 

将式 (36. 3) 代入式 (35. 4), 我们得到方程 

P (认 + 仏)，+ ( V + k ) ⑼ + 込) - />仏 + 

— 0 , 

p(Qi — ©2)’ + (v — k) (Q1—Q2) + 

= 0 

<撇号表示对微分).它们的和与差给出 


①餮如说，如果核电荷均匀地分布在半径 h = l ,2*10- ucm 的球内，临界值2, 

V 

= 170,下一个能级在 Z = 185 时到达边界 一 m ( B . C . IIonoB ,1970). 定量理论的洋细 
论述可参看凡 B . 3 cjesaobh ^ 和 B . C.tfonoB 的槪述性文章 （ y + H ， 1971, T * 105,0* 


- 403 ) _ 

- m • 



pQi + 



v- 


Zae\ 
丁 y 1 


Q \ + 




Zam 

丁 




(36. 5> 


P 以 +( V + 字 -/> )仏 + ( K + 罕) & = 0, 

:或者,消去 A 或仏， 

pQ f { + (2y + l-p)Q[ y-^V = 0, 

P 。? + (2 y + 1- + 1 ~~ ^^~)仏=。 

'[这里用了 y 2 ~-( Zae/Ay = K 2 -( Zam / Ay 3 . 这两个方程的解在 
、 p ==0 时是有限的： 


Q l = AF^y^^ 2 V +l,p )， 

Qz 二狀 (v +1 - 手 , 2 V + 1， p ) 


(36. 6) 


式中久幻是合流超几何函数.令式 (36. 5) 的任何一个方程 

■ 

中/> = 0,我们求出常数 j 和 B 之间的 关系： 


B 


y~Zae/A A 

K ~ Zccm/A 


(36.7) 


式 (36. 6) 中的两个超几何函数应该化为多项式（否则当 P — 


、 oo 时它们将按增长，因而所有的波函数将按 e 〃 2 增长).如果 
参数 a 等于 负整数或零,则函数 F ( a f fi , 幻 就是多项式.我们引入 


符号〜 


Zae 

y ~ 



(36. 8) 


如果 n r = l ,2, …， 两个超几何函数就化为多项式.如果 n r = 0, 则 
其中只有一个是多项式，〜=0意味着 V = Zote / A , 这时不难证明, 
Zam/A=\K\. 如果 k<0, 则系数 B 等于零,因而仏= 0,所要求 
亦 J 条件被满足.而如果 K >0, 则5= —木〜 = 0时込仍然发散, 
r 由此可见,量 子数〜 的容许值是 


奉 
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0 , 1 , 2 , … 

1，2, 3,… 


K <0 时; 

穴 >0 时 . 


(36. 9> 


根据定义 (36. 8), 我们求出分立能级的表达式 如下: 


1 + 


(Za) 


w 


(Za) 2 +n r ) 


i/» 


參 


特别是，基态能级 ls in (\ K \ = 1,% =0) 的能 量为： 

£j=mN/l—(Za)*. 

当 Za 《 l 时,公式( 36 . 10) 的展开式的首项是 


(Za) 


1 + 


(Za) 


2(|/c|+» r ) 2 ( \x\+n r 


(36. 10> 


4(\K\+n r ) 




利用符号 《,+ k I = B ( = 1, 2, …)并注意到 I k I 1/2, 我们齔 

回到早先利用微扰论所得到的公式 (34. 4). 正如在§ 34末所指出 
的，这个展开式后面的项没有意义，辐射修正项明显地超过这些 
项.但是，公式 (36. 10) 在〜1时的精确形式是有意义的.我 
们看到，近似公式 (34. 4) 所表示出来的能级的二重简并在精确公 
式中也是存 在的： 因为精确公式中只含 kl , 所以 j 相同而《不同 
的能级仍然是重合的. 

在波函数中我们还要确定公共归一化系数克照例，分立谱波 

t 

j 

函数的归一化条件是 p 0 l 2 d 3 a := l ; 对干函数/ 和％ 这意味着 
条件 

V(P+g 2 )r 2 dT = \. ， 

J 0 

求4的最简单方法是从函数在 r — a 时的渐近形式出发.利 用渐; 
近公式 


F(—» r> 2y+l,p) 


jT* (2y - “ 1) 

r(n r -\-2yi- 1) 




P) 


f 


[参看第三卷 （A 14)], 我们求出 
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卜 (- 1 产"^⑽—. 

将这个公式与下面将要导出的表达式 (36. 22) 比较.就能确定 A 
然后将以上公式收集在一起，我们就能完全地写出归一化波函数 
的最后表达式： 


n 士 （2A) 3/2 
穿厂厂（2計1) 


「 （肌 士 g ) 厂 （2 v + « r + l ) J /2 

A Zfxm/ Zam \ _ 

- 4 饥丁 (丁—十 1 J 


(2 加） 卜 1 e 一 Ar x 


x 



^ F (~ n Tf 2 y + I , 2 Ar ) 


zpfi r ^ m (1 一 n rf 2y+ 1 , 2Ar)^ ( 36 . 11 ) 

(上面的符号属于 /, 下面的厲于夕). 

连续谱 o >« o . 没有必要重新解连续谱状态的波动方程.这 
种情况的波函数，可以通过代换① 


a//W 


e 


i^s/e —— m 9 A 


ip, — n T - >y 


. Zas 




% 


f 

( 36 * 12 ) 


由分立谱波函数得到（关于根在解析延拓时的符号选择, 
参看第三卷§ 128). 但是应该重新进行函数的归一化. 

在式 （36. 11) 中进行这些代换，函数/和 P 可以写成 



^/e + m 
K / fi + m 


* A f Q ipr (2 pT) v ^ 1 X 


X [e“jP(y — iv，2y 十 1，一 2ipv ) 干 e 一 + 1 — iv，+ 1， 
一 2ipr)], 

式中 A 是另一个归一化常数，而且 



Zas 

~二~, 

V 


e — 2 “ 



k — iv 


m 

e 



①在本节的下面部分， P 代表 |p! = v d-m*. 
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由于 v 2 + (Zas /' p ) 2 ^ k 2 + ( Zxm / p ) 2 , i 是实数量. 

根据公式 

F(a, z) =e z F(6 — a, r 6 y —z) 

[参看第三卷 d 10)]， 我 fH 有 

F(y 1-iv, 2y f 1, -2ivr) ^Q^F(y + h*,2y h i> 21.ir) 

= e - 2 i’f :() ， —i v ， 2 y + ] ， — 2 i^r) 

所以 

【卜 2L4' ^±m(2pr)^ ! (y-iv, 2y-h h 

~ 2 \ pr )} (36. l i) 

将这个函数的渐近表达弍与归一化球面波的一般表达式 （ S5 * 7 ) 

进行比较，就可以决定归一化系数 A 我们直接写出用这种方法得 
到的连续谱波函敌的表达式(然后对它加以验证 


flz 2 3/2 e y 1 -T(v + l + iv) [ (2pr) v y ' 

gS— N e 厂 （ 2v+l) r 

■ 

x |e i(pr+l >^(y -iv, 2y + J, —2ipr)} . (36. 15) 

这个函数的渐近表达式可以利用第三卷的公式 （414) 求出， 
而现在只有该公式的第一项才有意义（第二项按 1" 的高次幂戚 

小)： 

/I / £±^ sin (pr + ^ + vln2^r-^-Y (36. 16) 

gj r v e cos\ 4 / 

式中 

5, = I - argr (v +1 + iv) - ^ +^, (36. 17> 

或 


①斥力场中的波函数可改变 Zfl 前的符号(即改变 V 的符号) 得到. 
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K ~ ivm/e 厂 （ v + l — iv ) 
y ~\v P(y 


(36,18) 


为了将来#考方便，我们指出极端相对论惰形〜 Zo ) 下的 
相位表达式： 


2 ：d 


尺 尸 (V +1 — iZa ) e u ( i ~ v ) 

y~ iZa'r (y+ 1+iZa) 


(36.19) 


表达式 (36. IS ) 与 (35 •的的区别 只是三角函数宗最中 的对數 

项. 正如在薛定谔方程中那样 ，库仑 4的缓慢寮减导致波铊畸变/ 
波相畸变又变成 r 的变化缓镘的函數 .1 < 


在 e < m 的区域内进行 解折延 拓时，表达式：（36.：18)取如下 


形式: 


2id 


k — Z winfijx r Cv i 一 zczb/X) giir(z-v) 
y — Zc^TtijA JT* (y -l* 1 A) 


(36. 20) 


这个表速式在下列各点上有极点 ： y +1 — Zafi /^== 1 — n rf « r = l , 
2, …(分子上厂-函数的极点)，还有点 〆 一—心=0 (如果这 
肘"<0).正如所期待的，这些点与分立能级相合 

\ » f . 

在〜尹0的饪何极点附近,我们有 I .. 


Z(xm 




— K \ e ua - v ) 

l^T2y + r^nJ r ( V + 1 ~' 宇 ) • 


它的极瘁附近的 r - 函数,可以利用公式 

► W 

jT (怎)户 (1 ~2!)=汉/ sin 冗名赛出:. 


A ' : W 

P (« r ) sin W(v + i 二 Ztxe(Xf 


尸( y +1 一 ggg )^ r(B；) ‘沿 n 麟 

- . ^ 二 .»^ v 

sin ^y+ 1 — ntos (e—Co) 


/ 八 * jrZam i , 、 

(一 1 ) r — —(卜 e 0 > 




式中 Q 为能级.由此可见①, 


e 2ia ^ (_!)*+«： 


Zccm 

丁 




r l r , (2 y -hl + n r ) Zam 2 £ — e 0 * 


(36* 21) 


在上节末曾经得到公式 （35. 11)， 它把函数 


2i^;r 


在其极点上 


的留数与相应束缚态波函数渐近表达式中的系数联系起来.但是 
在库仑场的情形下，这个公式应该稍加改变,因为戈 (35. 7) 中的恒 
定相移丄在式 (36. 16) 中被心 + vln (2 抑)代替,所以式 (35. 11) 的 

左边不能写成 e 2i % 而应该写成 

exp ( 21 ^ + 2 ivln 2 pr ) - > e 2ia * (2 iAr ) 2 (" r + ’ 1 - 

利用式 (36. 21) 并由式 （35. 11) 定出系数 A (它现在将是 r 的幂函 

数），我们求出分立谱归一化波函数的渐近 形式： 


( Zam / A — K ) ( m -{- e ) A 2 
I 2 n r l Zocm 2 P (2 y + 1 + n r ) 


1/2 


r 


(2 Ar ) n - + \ (36. 22) 


这个公式在确定函数 （36. 11) 中的系数时已经用过了 


§37. 在有心对称场中的散射 

4 

粒子在力心固定的场中散射时，波函数的渐近表达式为® 

(37. 1) 

T 

这里是入射平面波的双旋量 振幅. 双旋量是散 射方向 
的函数，每给出一个 n ' 值，它的形状（当然不是它的归一化形 
式)都与 n ' 方向上传播的平面波的双旋量振幅一样. 

我们在§ 24中曾经看到，平面波的双旋量振幅完全决定于二 
分量的量一三维旋量％ 它 是粒子的静止参考系中的非相对论 
性波函数-这个旋量可以表示通量 密度： 它正比干（其 比例： 


① 不难看出，这个公 式在〜 = o 的情形下仍然是正确的. 

② 在§ 37, § 38中，代表，而&和 p 是分别作为振幅指标写出的. 
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系数仅仅依赖于能量 G 因而对于入射粒子和散射粒子是相同 
的).所以,散射截面 dcr = ( w f * w ^/ w * w ) do , 或者像§ 24中那样， 

由入射波的归一化条件1得 

dar = tv f * w r do . 

我们引入散射算符/,它的定义式是 

. ■ 

U ) r = fw , (37.2) 

由于量«/有两个分量，这样定义的算符就与非相对论散射理 

• • 

论中考虑了自旋的散射振幅算符完全相似(第三卷 S 140). 因此， 
可以直接应用在那里所得到的通过波函数在散射场中的相移来表 
示算符的公式,为此只需将第三卷§ 140中引入的相移奸和 和用 
相对论公式 (35. 7) 中所出现的久表示出来.值得注意的是，奵 
和 M 是轨道角动量 为纟， 总角动量为« + 1/2和 Z — 1/2的 
状态的相位.按照定义 (35, 3) j 二 £ + 1/2时 K=-l — l ， j=l 一 
1/2时 = 所以我们应该进行改换 

dj" ^-{Z + Df &i >dt 

{请注意的指标 現在代 表 《 的值! ）. 因此,我们得到下列 公式: 

f = A + By . cr ， (37.3) 

i4== ^SC< z + 1 )( e * U ' ,n -1) + Ue 2 … — 1)] 户 “ 咖 0 )， 

1=0 

(37. 4) 


oo 


B 


朵 (e2 〜 


叫 ） px 


(37. 5) 


式中 " 是方向 nxn ' 上的单位矢畺. 

由于 w 是静止参考系中的旋畺波函数，所以，散射的极化性质 
要借助/用和第三卷§ 140中相同的公式描述. 

在库仑场的情形下，有可能把 4(0) 和 5(0) 通过一个函数表 
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示出来 , 其计算过程简述如 下①： 

对于库仑场 相位么 由公式 ( 站 .18) 给出，它的形式是 


=z 



: Ze 2 m\ k 


C K =^ 


P 


r(y-iv) 




C K ~； 


(37. 6> 


• 厂 （v + 1 +iv) 


- y ) 


( 我们 看到， ^>0 时以 “ = 6 “％ K<0 时利用 这样引 
入的量，级数 （ 37. 4), (37. 5 ) 可以写成 


- 爭靖〜 

B(6) — ^tg-^-*G E (0) + 名 ? 。 ffl ctg~f~«F(ff )， 


(37. 7> 


少 2 


P 2 


2 


式中 


0 ( 6 ) = +全印 (Pi +/v 丄歸 ) = ^^ lCi(Pl -p^,) 


(37. 8) 


级数变换时利用了勒让德多项式之间的下列递推公式 


P} +P\ 


ctg ^ KPi - P ^,) 


2 


e 


pi ~ p }^ i = tg ^ i ( p l + p l ^). 


2 


另一方面，按照恒等式 


(l + cosfl) 


d 


dcos0 


[P z (cos0) 一 /^-^cosd)] 


1\1Pi(cos6) + 尸卜 1 (cos©)] 


函数 p ⑻和 G(0 ) 以关系式 

G= (1 一 cos6) 


dF 


dcosd 


c 


tg 4 


dF 

^ d § 


(37. 9> 


(37. 10) 


(37. 11) 


(37. 12) 


① Gluckstern R.L. f Un S* R* //J* Math. Phys, 1964, V. 5, P, 1594^ 
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'互相联系.这样， 2(0 和万就通过一个函数 P ⑹表示出来® 

* b 

b t * 

§38. 极端相对论情形中的散射 


现在我们专门研究极端相对论情形中的散射.在第 
一级近似中，我们完全忽略波动方程中的质量这时对史应用 

旋量表象 = >匕较方便，因为 S 和 n 的方程当衍=0时可以 

分开： 


— icr. (e — U) — icr * Vtj — — (e~U)i] (38.1) 

:( 具有 “ 中微子 ” 形式， §30). 

在1>方向上极化的电子的螺旋性状态对应于波函数分= 
而对于和1>相反的极化方向上有#0由于 S 和^的 
方程可以分开，显然这个性质在散射时不会改变.换旬话说，在极 

I - 

端 相对论电子散射中,螺旋性守恒.由对称性(纵向极化)考虑，显 
然， 在纵向极化的螺旋性粒子的散射中没有方位对称性. >还可以 
:断言，螺旋性电子的散射截面与螺旋性的符号无关,这是因为有心 
力场对反演变换不变，而螺旋性在反演时 变号. 

在极端相对论情形中，公式 （37. 3) — (37. 5) 可以大大简化 
( D . R . Yennie , D . G . Ravenhall , R . N , Wilson , 1954) _ 

譬如说，令入射电子的极化沿着运动方向 n . 对于有一定 
n or 值的平面波来说，旋量 £[= (<P + X ) / Vi] 正比于波的标准 
表象中出现的三维旋量因此，在新的表象中，入射波和散射 
波的旋量振幅之间的关系仍然用同样的算符/给出 • 

由于散射的结果,极化矢量随动量一起转到方向 n ' 上.所以, 


①函数不能通过基本函数表示成封闭形式，但是可以写成确定的二重积分 
舶形式 —— 参看上一注解所指出的 论文. 



算符 / 対电子自旋波函数的作用归结为自旋绕 p 轴转动0角 ( n 和〃 


<齡夹角 ）• 这样的转动又等价于坐転系绕同一轴在相反 方向上 
转动,即转动一0 角. 由此得出，/应该与坐标系作上述改变时波 
函数的变换算符[即作代换—0的算符 (18. 17)] 相同(只差一 
个系数).比较式 (37. 3) 与 （18. 17) 我们 求出： 

B . 9 

所以,在极端相对论极限下， 

f=A(8) 1 —itg 善 .(iMtr) 

A 

^ • 

如果利用同一极限下相位 A 和 ( Si 之间的关系式， 4(0) 的表 
达式 (37. 4) 也可以简化.为了推导这个关系式，我们注意到，当删 
去有 m 的项以后，函数/和 g 的方程 (35. 4) 对代换 

I 

k , f—g, g~>—f 

不变，这种代换并不影响粒子或场自身的参数.所以，必定有 

代入渐近表达式以后得出 


(38. 2) 

(38. 3) 


^(pr — ^+ S , 




么 = <5_广 ("— Z ) 号 +( 奸 

由此得出 

e 2i3jr = e 2ia 、 


(38. 4) 


利用这个关系式[并在式 (37. 4) 的第一项中用 1 ~~ 1代替求和指标 
J ], 我们得到 


MO )-^^ 2 l ( t 2 i ^- l ) ZP l ( cosO )+ P l . l ( cos 9)3 (38.5) 

由式（38. 2 )得出， ReCA 5*)-0. 这意味着在所考虑的近似 
下，截面和粒子的初始极化无关，非极化束在散射后仍然是非极 ft 
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的[参 f 第三卷公式 （1奶. 8) — (140.10)]. 我们还看到，当“本 
时, 乂⑼ 的表达式 （38, 5) 像 O -0 2 — 样趋于零[因为 A ( — 1)= 
(-1) 1 ]. 同时趋于零的还有截面 


dcr 

do 


\A\ 2 +\B\ 


\A(0)\ 


cos 


0 

2 


(38. 6) 


这些性质在小量 m / e 的较高级近似中自然不会发生.特别是，分 
析表明，当 a 时，截面趋于和(衍/6 2 成正比的极限. 

对干极端相对论情形中的库仑场，相位^不依赖于能量，这 
由式 (36. 19) 显而易见① • 所以，在纯库仑场中，当^»你时，散射 
截面的形式是 

da — ~~-do, (38. 7) 

式中的 r 仅仅是角度的函数. 


§ 39. 库仑场中散射的连续谱波函数系 


我们将在后面 (§ 95, §96) 研究极端相对论电子在重核 ( Za 〜 

1) 场中散射时所发生的各种非弹性过程.为了计算相应的矩阵 
元，我们需要这样的波函数：它们在 r->co 时的渐近形式应该是 
平面波和球面波的叠加. 

我们将看到，在极端相对论情形下(电子能量由电子 
传递给核的动量直 g 二 I〆 一: p | 〜饥在 散射中起主要作用.与这 
个！7值对应的“碰撞参数”为 P 〜 V ?〜1/%电子的偏转角度② 



(39. 1) 


① 这由方程 (383) 直接可见，因为对库仓场来说，能量 e —般可以通过代换 
r '/£ 从方程中消去. 

② 在本节中， P 代表 IpI . 
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从坐标 K 到中心的距离)和 Z = TCOs 0 来看，这意味着区域 

1 

p 三 rsinG 〜 — ， p(r —2) =|>r(l—cos0) 〜： L (39. 2) 

这时 r 〜心饥 2 , 可见所涉及的距离是很大的. 

我们把狄拉克方程写成 ^ 

> 

Qe — U — mP + ia * V ) f = Q ， y 二 —(39* 3) 

r ' 

♦ 

将它变成二阶方程，沟此，将算符 （ e — C /+ n ^— ki . V ) 应用于 
(39, 3)； 

4 

T 

9 

( A -\- p 2 ~2 eU ) i /?= (- ia - vU - U 2 )^. (39. 4) 

由于在所考虑的区域内 r » Za / e 9 所以 U 《 e . 在一级近似中， 
式 (39. 4 )的右边可以忽略，剽下的方程 


(△+纩+^^)妒= 0 ” (39. 5) 

■ p 

与库伞场中的非相对论性薜定谔方程 



(39. Bay 


在形式上是 一样盼 ，这别仅仗是 参数柄 号的明显改变(在“勢能”中 


包含 二个额 外因子 e / m ) •因此，我们可以宣接笃出具有所宴求的 


渐近形式的解(参看第三卷 §136). 

例如，包含渐近平面波 ( ae ^) 和向外散并的球面波的波_ 
数具有如下 形式： 




iZa 




,l,i(p r — p*r) 


C — e nZ ^ /2p r 


(1- if > 


(39 身 

n 


式中疋为合流辱几何 函_, 是平面波的惧定取族慧振幅，其》 

一化条件是我们在 (23. 4) 中所采用过的 

% 


170 


u t pu 9 p — 2m. 


<39. 7> 



波函数 (39. 6) 的归一化应该使平面波的渐近表达式具有通常 
的形式 







这相当于在单位体积中有一个粒子.由于在极端相对论情形下 
在式 （39. 6) 中可以假设办： r 

d 二 C 於广 r F [ i 加， hi ( Tr ~ p - rn , (39. 8) 

c^c zait/2 r(i~\zd). 

应该注意的是，虽然我们研究的距离非常大,以致于 ？ r » l ， 但 
是式 (39. 8) 中的合流超儿何函数不能用它的渐近表达式代 替：函 
数 P 的宗量不是 Pr ， 而是 fr(l 一 cos 0)， 我们不能假定它是一个很 
大的量 

在应用中，当#具有不同于式 (39. 8) 的旋量结构时,还需要下 
面的近似[式 (39. 8) 中的旋量结构可以化为因子 《„]• 为了计算 
这个近似，我们把於写成 

( Me ， F + 炉） • 

在方程 (39. 4) 的右边只保留£/的线性项，就得到函数炉的方程 

(A-\-2ip-T—2eU)<p^-~m eP ci-VU. (39.9) 

为了求出它的解,请注意，函数 P 满足方程 

b 

( A + 2 ijp * V — 2 bJJ ) 尸= 0 

[将式 (39. 6) 代入 (39. 5) 即可证实1对这个方程应用算符 V ,我 
们得到 

(A + 2ij> • V-2 eU) VF = 2 eFvIL 


①在第三卷 § 135 中，我们关心的是任亲大的 r , 因此，这样的代换对任*角度承 
二都是可徒的. 
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苒与方程 (39. 9) 比较,我们求出 

♦ 

(p— —~(a^V)u lP F. 
le 

於 (+> 及其类似的函数(它的渐近表达式中包含一个向内 
的球面波）的最后表达式是 

、 (l-g• V )FZiZa y l f i(pr~p- r) P 

^ V -^ e iP * r (1 — g . V ) F [— iZa , 1, — iO + P . Op , 

(39.10) 

C = e * 2 * /2 r ( l - iZa ) 

( W . H . Furry , 1934). 我们还要写出具有“负频率”的类似函数 

m 当研究有正电子参加的过程时就需要这样的函数.这 
可以由在函数中作代换扒 e — — e 得到，而并 
不改变[因此，从原始表达式 (39. 6) 可以看出，起几何函数的参数 
iZa 改变 符号； 在（39.6)中,这个参数以设(《以的形式出现].于 
是,我们得到 

# ， = 十 S ▼ ) F [一 iZa ， liKfr 

+ p * r )>. el _ p , 

以” ( 1 + S. V >[ iZos ， 工，一 i( > r 

— P . r )] 权-” ~ p ， (39.11)^ 

C =： e ^ zaf /2 r ( l + iZa ). 

对上面的计算还必须做如下说明.对于单值地选择波动方程 
的解， 我们的 渐近条件本身是绝对不够的(这很显然，因为我们总- 
可以给 P 附加任一个向外的库仑球面波而不违反这个条件) .把: 
方程 (39. 5) 的解写成 (39. 6) 的形式就不言而喻地满足了这样的要 
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冰： 解在 r =0 时是有限的.这样的要求在第三卷§135,§136中 
是必须的.在那里，所研究的是对整个空间都正确的精确薛定谔 
方程的解①.而现在，方程 (39. 5) 只对大距离成立，因而解的选择 
衝要进一步的说明. 

这可由如下事实给出：大的“碰撞参数 ” P = rsin 0 对应着大 
的轨道角动量〖和小的散射角&当 P 〜 II 饥 时我们有 

Z 〜 P 多〜 /)£ 〜一》1, 

m 

角度 0 可以用准经典方法 佔计： 

沒〜丄 f 〜獲 

p i dr P e 

这就是说，在 0 的球面波展开式中，在所研究的 r 和《范围内所出 
现的主要成分是上述较大〗值的波.但是具有较大丨值的球面波 
在坐标原点附近“经典不可到达的 ”炬离 r 《 l/e (由于离心势垒) 
上迅速衰减到很小值.因此，如果要在 r 〜的 
小距离上把方程 (39. 5) 的解与精确方程 (39. 4) 的解“接合”在一 
起，那么方程 (39. 5) 的解的边界条件将要求它很小，所以我们的选 
择是正确的. 


习 應 

对2«<<1的引力库仑场求非相对论分立谱波函数的修正（相对级数为 

〆 

解电子在束缚态的速度 t 〜因而当时，零级近似波函数是 
:非相对论的，即 

垆=«垆非梱， 

这里於非《是满足非相对论性薛定谔方程的函数，《是双旋量:式中坳 


式中 


①在第三卷§135的求解过程中，这个条件由于选择（135、1)那样的特解而得到 
保证，而不足不同的 Pi . Pi 值的积分的总和. 
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是描述电子极化态的旋量.在一级近似中我们写出免 糊 并代人 
(39. 4), 求出垆⑴的方程 

(士 a - +字 y ° = ® (▽+) ⑽ 

式中。为非相对论分立谱能级.这里略去了相对级数为〜 （ Za ) 2 的项(在 
非相对论情形中基本距离具有坡尔半径的数量级: r 〜 l / mZ «). 这个方程的 

解为垆⑴ 非相， 因而 

§40. 平面电磁波场中的电子 

对于在平面电磁波场中运动的电子，狄拉克方程可以精确求 

解( ) 11 1 .兄.£0皿03, 1937). 

四维波矢量为 W =0) 的平面波场对四维坐标的侬赖关系 
仅仅在于 <p = Jcx , 因而四维势为 

^ = (40. 1) 

它满足洛伦兹规范条件 " 

(撇号表示对史微分).由于2中的常数项无关紧要，在这个条件、 
中可以略去撇号而写成 

M =0. (40. 2> 

我们以二阶方程( 3 2. 6 )为出发点;在 (32. 6) 中，场张量为 

(40. 3) 

钃 

当展开⑹一 eZ ) 2 肘必须考 虑到： 由于 （40. 2)， 

结果,我们得到方程 

[一孑 — 2 ie ( A 9 ) - he 2 A 2 - m 2 ~ ie ( yk ) ( yA f ) ]於 = 0, (40. 4> 

式中 

我们来求这个方程如下形式 的解： 
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f ^ c ~ ipx F (< p ) 9 (40.5) 

式中 P 为四维常矢量.给 P 附加一个&的常数倍的任何矢量，都 


不会改变函数於的这种形式[只要求把函数 FO ) 做适当改写].因 


此我们可以给 P 附加一个补充条件而不丧失其普遍性.令 


p 2 ~ m 2 * (40. 6) 

这时如果取消外场，量子数，就变成自由粒子四维动量的分量. 
当有外场存在时,如果选择 ^o = 0 的特殊参考系，四维矢量？的分 
量的意义就变得更加清楚.设矢量 A 在这个参考系中指向/轴， 
而 fc 指向: r 3 轴(即波的电场沿？指向，磁场沿 V 指向，波自身沿 
3 传播）.这时式 (40. 5) 将是算符 

p2=i l ， p0 ~ p3 = i (^~^) 

的本征函数,本征值分别是 h ，7^ P 。一 h (不难看出，这些算符本身 
与狄拉克方程的哈密顿算符对易).由此可见，在该参考系中史 1 , 
f 分别是沿 V 轴的广义动量的分量，而 p q — p 3 是总能量和 V 
轴上的广义动量分量之差. 


将 (40. 5) 代入 (40. 4)，注意到 

3嚯=砂， k 2 F ,f = 0 9 

我 们求出 MW 的方程 

2 i ( kp ) F f - h \：-2 e ( pA )~ {- e 2 A 2 - ie ( yk ) ( yA r ) ] F =0. 
这个方程的形式解为 


F = exp 5 —i 


(M) 


2( kp ) 


A z 


dq)-r 


e ( yk )( yA )) ^ 


2 (*?) )^ 2 ^' 


式中是任意的恒定双旋量（把它写成这个形式的原因 
见 后). 

由于 


( yk ) ( yA ) ( yk ) ( yA )= 
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二一 O) (y^) (yA) (yA) -h2(kA) (yk) (yA) 

=— pA 2 = 0, 


因而， （ V 幻 （ VA 髙于一级的所有次幂都等于零.这样,我们可 a 
进行替换 


exp » i ) = 1+ e (y , )( ^^ 


因而0的形式是 



1 + 


2( pk ) 


(yk)(yA) 


u 

n/2^o 



式中① 



( v ^)—4 r A% ^ 


(40. 7) 


(40. 8) 


为了确定恒定双旋量 w 应满足的条件，应该认为波是由右= 
一 CO 时无限缓慢地“引入 ”的. 当奴 —一 时，0,而必应该变 
成自由狄拉克方程的解.因此, 《 = «(>) 应该满足方程 


( yp ~ m)u = 0. (40. 9) 

这个条件排除了二阶方程的“多余”解.因为 M 不依赖于时间，这 
个条件对于有限的 k 仍然有效.所以, 4?) 与自由平面波的双旋 
量振幅一样;我们将按同样的条件 （2 i A )— nn =2 m 使其归一化. 

上述讨论也直接表明波函数 （40. 7) 的归一化.无限缓慢地引 
入场并不改变归一化积分.由此得出，函数 （40. 7) 满足与自由平 
面波相同的归一化条件 


jVt ^ pd 8 *— ^ p » y Q f p d z x — (2 jr ) 3 W — J >). (40. 10) 

我们来求函数 (40. 7) 所对应的流密度.注意到 




u 


V 2 於 


1 + 


e 


2( pk ) 


(yA)(yk) 


e 1 


① S 的表达式与在波场中运动的粒子的经典作用量相同.请比较第二卷§47, 53 

題 2- 
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ill 直接相乘，我们得到 

j ：i =\p py (t ^pp~~\p ,t — eA^^rk 

Vo 


^( pA ) e 2 A 2 

_ _ ， _ — r ^— rr- — » ■ 

(Jop) 2(kp) 


.(40. 11) 


如果#是周期函数，它们对时间的平均值为零，则流密度的平 


均值 


零 

3 


jh 


2(Icp) 


A 2 Jt ^ \ 


(40. 12) 


我们也可以求出状态心中的动力学动量密度.动力学动量 


算符为 f — eA 直接计算给出 

ipp(p^—eA^)i} p = ^ p y°(J ti ~eA fi )il)p 


f — 心+妙 


(pA) e 2 A 2 


(kp) 2(kp) 








F i¥ (u*a^u). 
(40. 13) 


用 f 表示这个四维矢量对时间的平均值，则有 


e ^ A 2 


(40. 14) 


它的平方是 






2 


] 2 , 


(40. 15) 


起着电子在场中的“有效质量”的作用.比较式 （40. 14) 和 
(40. 12)，我们看到， 


r = ^. (40. 16) 

Po 

我们还看到，用矢量 Q 表示的归一化条件 （40. 10) 的形式为 

(Vt (2jty^-3(q , -q) (40. 17) 

C 由式 (40. 10) 过渡到 （40. 17) 的最简单方法，是在上面所指出的特 
殊参考系中进行]. 
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§41. 外场中的自旋运动 


狄拉克方程中的准经典近似也可以像在非相对论理论中那样 
得到.在式 (32. 7 fl ) 的二阶方程中代入① 

ip = 9 

式中没是标量，《是缓慢变化的双旋量.这时假定通常的准经典 
性条件被 满足： 粒子的动量在大约等于波长 A / Ipl 的距离上变化 
很小. 

在相对于纟的零级近似中，对作用量 S 我们得到通常的经典 
相对论的哈密顿-雅可比方程.这时，运动方程中没有包含自旋 
(且正比于幻的项，自旋只出现在相对于 A 的下一级近似中.换 
句话说，电子的磁矩对其运动的影响总是具有量子修正的数量级. 
由干自旋角动量与 A 成正比，具有纯粹的量子性质，因此， t 述结 
论就是很自然的. 

因当电子在外场中做已知的准经典运动时,提出电子自旋 
的行为 A 题是有意义的.这个问题的解包含在狄拉克方程相对于 
ft 的下一级近似中.不过，我们将采取另一种与狄拉克方程没有直 
接联系却更为直观的方法.这种方法的优点是可以处理任何粒子 
的运动，包括不能用狄拉克方程描述的具有“反常”迴转磁比率的 
粒子. 

我们的目的是建立粒子做任意已知运动时的自旋的“运动方 

程”.让我们从非相对论情形开始. 

粒子在外场中的非相对论哈密顿算符是 

泠二应 pcr . JJ , (41. 0 

这里的拎 , 包括所有不含自旋的项(参看第三卷 S HI ), fi 为粒子 
的磁矩，这种形式的哈密顿算符适用于任何种类的粒子.对于电 


①开头使用通常的单位拥. 
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子 ， jU = eA /2 mc (电子的电荷为6= — 丨6| 对于核子，//还包含 
a 反常”部分① 






2mc 


(41. 2) 


按照量子力学的一般法则，自旋运动的算符方程可以由公式 

(41. 3) 

ft 2fb 

得到.将式 (41. 1) 代入此式，我们得到 

象 = 一誤 ^= ^JL e . kl H k a tf 

或 

S=^gxH. (41. 4) 

% 、 

我们来对这个算符等式在准经典波包状态中求平均，波包的 
运动轨道是已知的.这个运算归结为自旋算符用它的平均值！代 
替，矢量 H 用函数 ff ⑴ 代替; ff ⑴是粒子(波包）沿着轨道运动 
时其所在点上变化着的磁场.在非相对论近似中，即在泡利方程 
的范围内, S = o ~/2 是粒子在其静止参考系中的自旋算符，其平均 
值在§29中我们用 C /2 表示.因此,我们得到方程 

(4L 5) 

方程的这种形式本质上是纯经典性质的，它意味着磁矩矢量围绕 
场的方向以角速度一旋进，而大小保持不变②. 


① 当考虑辐射修正时，电子碰矩中也包含很小的“反常部分”. 

② 经典方程 (41. 5) 可以由等式 


am 


= MX // 


直接得到，式中的 M 是系统的角动量， Ai 是它的磁矩，於 X //是作用在系统上的力矩. 
设财=+^%只二^^=^%我们便得出（41.5). 
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同样，在非相对论情形下,粒子的速度 t 按照方程 


d%) _ e 
dt me 


[>xlf] 


改变，即矢量 


绕 H 方向以角速度 一 eff/mc 转动.如果 〆 


0，则 //= eV 2 wc , 这个角速度和矢量 C 的转动速度 _2 juff / 方相 
同，换句话说，极化矢量和运动方向保持恒定的角度(下面我们将 
看到，这个结果在相对论情形下仍然有效). 

现在我们对方程（41_ 5) 做相对论推广.为了对极化进行协变 
描述，必须利用§ 29中引入的四维矢量 a , 而自旋的运动方程将决 


定它对固有时 r 的微商 


da ① 


dr 


从相对论协变性考虑，可以确定这个方程的可能 形式： 它的 
右边应该是电磁场张量/^和四维矢量 v 的线性齐次式，此外, 
可能只含四维速度 u ^ rlm . 满足这些条件的方程的唯一形式是 

=： aF ^ a ^ + /3 u ti F vx u v a Xf (41* 6) 

UT 


式中 a ,0 为常系数.不难看出，由于条件 W =0 和张量盼 
反对称性（因而心心=0)，不可能构造出别的表达式使其具有 
所要求的性质. 


当 0时，这个方程应该与式 (41. 5) 相同.设#=(0, S ),. 
( l ，0)， r = f ， 我们得到 、 


dC 

dt 


= aZCxH3. 


和式 （ 4 1. 5) 比较,我们求 出： a =2 fi . 

为了确定义我们应用 #〜 = ()• 将这个等式对 r 微分，利用 
电荷在场中的经典运动方程 


_ 


①下面重又假设 e = l，ft = l . 
ISO • 



du 


tt 


(参看第二卷， §23), 我们得到 


eF^u 






da 




dr 


a 


du ^ 

d 7 


~a 


e 




m 


F^u 


e 


V 


m 


F^um 


所以，方程 ( 4 L 6) 两端乘以心，考虑到等式 « X = 1，并消去公共因 
子 F ^ a yf 我们得到 


p — — 2( // 


e 


2 m 





由此可见，自旋的相对论运动方程是 


da ^ 

^dt 


2fiF ,iv a v ~ 2u f u^F vA u v a A 


(4L 7) 


<V- Eargmann, L. Michel, Telegdi, 1959) ①. 

我们可以由四维矢量 a 过渡到量它直接表征粒子在其“瞬 
时”静止参考系中的极化； a 和 C 之间的关系由公式 （29. 7) — 
(29. 9) 给出.首先我们看到，由式 (41. 7) 必定能够得出 a , d#/dr 
= 0,因而 const . 由于 —£ 2 , 所以，这意味着粒子运动 
时，它的极化 S 在大小上保持不变. 

可以利用式 (41. 7) 中的三维部分得到决定极化方向变化的方 
程.展开这个方程的空间分量，我们求出 

ut e e m 

+■ 2" e 幻[幻 •（ax H)] 

mm 

这里必须代入式 (29.9), 微分时要考虑到 e 2 =x> 2 + m 2 和 
运动方程 

eK + e^xHy e ( t ?* JB ). (41. 8) 


①这个方锃的另一种形式是 H . H . 旮 pe $ ejn > 首先导出的 （1926) 
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经过一些冗长的但却是初等的运算,得到方程① 

丑 = 2 ^?+ 2 吵二 泔 ). ( X H + (vxQ 

dt e e + m 

2j^jf (Exv) j (41.9) 

e-hm 

更有意义的不是极化方向的空间绝对位置变化，而是它相对 

于运动方向的变化.将£写成 

C ^ n ^ + Ci (41.10) 

(式中 n = v / v ), 并突出极化在运动方向上的分量“的方程.利 
用式 （41. 8) 和 （41. 9) 进行计算,可以得出如下结果 ®: 

警 =2， H ( ffxn )]+ 字— 〆 )(〔. E ). (41.11) 

在本节末的习题中给出了应用上述公式的几个例子.在这里 
我们仅仅指出，在纯粹磁场中运动时，无反常磁矩的粒子的极化与 
速度保持恒定角度 （G = cmi S t ). 这个结果在上面已对非相对论 
情形指出过,实际上它具有普遍性. 

我们可以更为明确地阐述一下上述方程的应用 条件. 起初所 
提到的粒子动量变化非常缓慢，这一要求等效于场量£和 H 应 
该很小，特别是，磁场中的拉摩半径(〜: p / ei /) 与粒子的波长相比 
应该很大.然而，严格说来，除此以外还应该满足一个 条件： 场在 
空间上的改变不能太快，即在准经典波包的范围内场的改变应该 
很小.也就是说，在数量级为粒子波长( V 》）和康普顿波长 

①如果像通常所做_样 ，按照 M 士 1-(=^^), 引人带电粒子的_ 
比（朗德因子)，这个方程可以写成 

+点(卜 ( 41 _ 9fl> 

③写出 ui . 7 ) 的时间分量，就可较直接地得出此方程. 
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的距离上，场的改变应该很小①. 

不过，在宏观场中运动的实际问题中，缓慢变化的条件显然能 
够满足,因而,事实上只要求它们非常小. 

在§ 33中，我们求出了电子在外场中运动时的哈密顿 量的第 

一级相对论修正.对于在电场中运动的电子，近似哈密顿算符的 
形式为[参看 （33. 12)]: 




Am 




Ex 

m / 


(多 =— iA )， (41. 12) 


这里中的项不含自旋.现在，由于场变化缓慢，我们略去泠' 


中 E 的微商项（即含 divE 的项).多 4 的小项和我们要研究的场 
效应没有关系,也可以略去.这样，当磁场不存在时，化为非相 
对论性的哈密顿算符 ^-^ 2 /2 m + e 0. 


公式 （41. 12) 也可以由方程 (41. 9) 导出而不必利用狄拉克方 


程，因而(在准经典情形下）它可以推广到具有反常磁矩的粒子. 

精确到速度^的一级项，电场中的自旋运动方程可以由写成 
如下形式的 （41. 9) 得到： 

砮二 （〆 + 〆) [Cx (E x (士+2 "’)[《 x ( Ex 幻)]. 


如果利用自旋算符与哈密顿算符的对易[按照式 (41. 3)]，要求从. 
量子力学上得到这个方程，不难看出，我们必须假定 

“企 -0 ,+ 点)卜 .( Ex l )} (4L13) 

这就是所求的表达式.当 〆 二0时，我们回到式 （41.12). 请注 
意，“正常”磁矩 e /2 m 比反常磁矩，多一个1/2因子 


① 后一要求是因为在波包中（在它的静止参考系中），速度的传播必定比 C 小，否 
则，在这个参考系中就不能应用非相对论公式. 

如采场变化太快，方程中就会出现不可忽视的附加项，其中包含场对坐标的微商. 

② 这正是第147页注解中提到过的“托马斯1/2”，这里所阐述的推导过程明显， 
地指出 了它的乘源. 
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习 题 


1. 粒子在垂直于均勾磁场的平面内运动时 ( v 丄 H )， 试确定其极化方 
向的改变. 

解方程(41.9>的右边只剩下第一项，所以矢量 i ： 以角速度 


2/zwi+2jU’（e — yw) 
e 



绕 H 方向0?轴)旋进. f 在呀平面上的投影（记做 6) 在该平面内以同一角 
速度转动，而矢量幻以角速度 - eH ! e 在同一平面内转动[这可从运动方程 
.j = = 看出].由此可见，^以角速度一2 〆 //相对幻转动. 

2. 同上题，但粒子在磁场方向上运动. 

解当幻和 H 的方向一致时，方程 （41. 9) 化为 


dl _2iim 


(rxH), 


即 f 绕幻和 ff 的共同方向以角速度 — 2pmHle 旋进. 

3. 同上题，但粒子在均勻电场中运动. 

解 设场 E 沿; r 軸指向，而粒子在邛平面内运动（这时 h = const ). 由 
式 (41.9) 可见,矢量 r 以瞬时角速度 


-(点+ 2 十？ 

绕怎 轴进动. 

我们再把 f 分解成 L 和(在呼平面内的）匕，这时 


£m~SiCos^ :丄 •£? = —On 炉 

v 


由式 (41.11) 我们求出，匕以瞬时角速度 


<P 




(\ im % 




il 

€ 


em 


— 2 〆 ) 


相对 V 方向转动. 


§42. 中子在电场中的散射 


中子与原子核碰撞时，大角度散射由主要的相互作用一核 
力决定，而对小角度散射，我们将会看到，中子的磁矩与原子核电 


彎 
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场的相互作用变得很重要 ( J . Schwinger , 1948). 

我们将假设中子是非相对论的，因而所研究的相互作用可以~ 
用近似哈密顿算符 (41.13) 描述.电中性粒子的所有磁矩都是“反 
常的”.在这种情况下,算符泠'就是动能算 符①： 

( Exy ). (42. 1) 

2m me 


由于中子的电磁相互作用很小，由它决定的散射振幅可 
以用玻恩近似法 计算： 

f-m -- e - r/K \i -^o-. (Exv)]^ r/n d s x 
2jtn d j me 

_ 

(参看第三卷 §126)， 或者 


(E q xp) 9 E g =jjE(r)e’’ r d 3 a: (42. 2) 

(於， 〆 分别是中子在散射前、后的动量 ； fiq = p r — P ). 写成这神 
形式的振幅人 m 是自旋变量的算符.^ 

在进行下一步计算之前，我们做如下说明.公式 (42.1) 已经 
在§ 41中对变化缓慢的场推导过了（实际上意味着忽略了哈密顿 
算符中场的坐标微商项).应用于原子梭的库仑场,这意味着波长 
应该比积分中很重要的距离 r 〜1/?小.由此，知 P , 因 
而，散射角由此可见，所要求的条件对/ I 、角度散射正， 
好可以满足 • 

对于具有勢边 ^ Ze / r 的库仑场来说，场强的傅里叶分量是 


Eg = - q 

[参看第二卷 （51. 5)]. 代入式 (42.2), 则有 


fe 


x 2Zeji 
q i ch z 


1 


i<r^(pXp f )2 


①本节用通常的单位，字母 m 代表中子的质盈. 



当散射角度很小时，和/知，这里 y 是 px p f 方向 
上的单位矢量.所以 

丈 * 2Zs it 

这个表达式应该附加一个核散射振幅.由于核力随蹈离衰减 
很快，这个振幅在角度很小时趋于一个有限的（与能量有关的）复 
数值，我们用《表示.所以，总散射振幅 

f =： a - hi ~ o -^ d = i ^ L =2 ZaA (42.3) 

u cn e 


我们看到，当角度很小时,电磁散射是主要的. 

表达式 (421. 3) 与第三卷§ 140中所讨论的一致，因而我们可 

以直接应用在那里所推导出的公式.对所有可能的极化终态求和 
:的散射截面是 


^ = l fl I a+ ^ + 2Mma * ^'0, (42. 4) 

式中6是中子束的初始极化（第三卷§ 140中的 p ). 如果初态是 
未极化的= 0) ,则散射后的极化为 


_ 2 blma -9 

当 e ^ b !\ a \ 时，这个极化最大，并且 ^ ax - Ima /[ a |. 


(42. 5) 
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第五章辐 射 


§43. 电磁相互作用算符 

电子与电磁场的相互作用通常可以用微扰论来处理.这是因 
为电磁相互作用比较弱.也就是说，相应的无量纲的“耦合常数” 
(即精细结构常数 1/137) 是个小量.这一点在量子电动力学 
中是非常重要的. 

在经典电动力学中（参看第二卷 §28), 电磁相互作用可以用 

“场+电荷”系统的拉格朗日密度函数中的一项 

- eyA , (43.1) 

来描述04是场的四维势， j 是粒子的四维流密度矢量 ). 流密度 
满足连续性方程 

9,^ = 0, (43.2) 

这是电荷守恒定律的表达.我们知道（参看第二卷 §29), 经典 
电磁理论的规范不变性正是与这个定律密切相关.实际上，当进 
行代换 A,~>A,+9 U X(4, 1) 时，拉格朗日密度函数 （43. 1) 中增加了 

一项 一《 少由于该项可以写成四维散度 

— e9 M (Xy) 

的形式[根据式 （43. 2)], 因此，作用量 S = ^ Ld ^ 中的积分自然使 
该项消失. 

在量子电动力学中，四维矢量 J 和 Z 由相应的二次置子化算 

符代替.这时，流算符按照由0算符表示.在拉格朗日 
算符 




L^d^x ― —e^(jA)d z x 

中起广义“坐标 " g 作用的是每个空间点上的$、炙 i 值，由于拉 
格朗日密度仅仅依赖于“坐标” g 本身(而不是它们对; r 的微商)， 
因而,要按公式 (10. 11) 得到哈密顿密度，只需改变拉格朗日密度 
的符号由此可见，电磁相互作用算符（相互作用哈密顿密度的 
空间积分)的形式是 

（43.3) 

自由电磁场算符为 

A ^ J 2 ld n A n ( x ) + 6 Ut (^ 9 (43. 4) 

71 

它包含光子在各种状态（用指标 W 表示）中的产生算符和湮灭算 
符，其中每个算符只对相应的占有数增加或减小1 (而 其佘占 
有数不变）有矩阵元.所以，算符 i 只对光子数改变1的 跃迁有 
矩阵元.换句话说,在微扰论的第一级近似中，只有发射或吸收一 
个光子的过程才会发生. 

根据式 (2. 15), 矩阵元为 

<AT n -l(c n | JV n > = <N n \ct \N n ~-iy (43.5) 

如果在场的初态中没有 U 型)光子，则 < Uki | o >= i . 对于 光子发 
射 来说, 算符 (43. 3) 的矩阵元为 

F/i ⑴ (jfiAt)d 3 x, (43. 6) 

式中 ZnOO 是所发射光子的波函数，是辐射体从初态纟跃迁到 
终态/的算符 i 的矩阵 元②. 四维矢量 叫跃迁流. 

① 与这些讨论无关的一点是，如果只考虑一级小量修正，那么，拉格朗日量中的 
任一小修正都以相反的符号出现在哈密顿董中（参看第一卷§ 40). 

② 式( 43 *幻的含义前后并不 一样： Km 的指标表示整个“辐射体+场”的状态，而 
只指辐射体的状态. 
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类似地,可以得到光子吸收的矩阵元 

V fi ( t ) = e (j fi A n )d 3 x. (43. 7> 

鋤 

它和式 (43. 6) 的区别仅仅是儿00代替了 A* n (x). 

指出 V fi ( t ) 的自变量《是为了强调矩阵元是依赖于时间的. 

分离出波函数中的时间因子，就可以求出不依赖于时间的矩 阵元： 

= (43. 8) 

( Ei , E s 是辐射系统的初态能量和终态能量，分别对应于发射 
和吸收一个光子 0). 

具有一定动量 fc 和一定极化的光子波函数为 

A , t =\/4 j { ^ g ^ = e ifc，r (43. 9) 

[参看式 (4. 3)，略去了时间因子].代入式 (43. 6), 我们求出发射 
这种光子的矩阵元 

〜= e (fc) , (43. 10) 

式中是动量表象中的跃迁流，即傅里叶分量 

j fi ( fe )(43. 11) 

对于吸收光子，相应的公式是 

V fi = cV 4^~( - fe ) • (43. 12) 

动量表象中的流守恒方程就是跃迁流的四维横向条件： 

— k ， jfi ( k )=0. (43. 13) 

本节中的公式没有用流算符的具体形式，因而对任何带电粒 
子参加的电磁过程都普遍成立.现有理论只能对电子确定其流算 
符的形式(因而原则上就能计算它的矩阵元).对强相互作用粒子 
的系统（包括原子核)，我们将用半唯象理论，在这种理论中，跃迁. 

流是从经验上确定的一个量，它只满足时-空对称性的一般要求 
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和连续性方程. 


§44. 发射和吸收 


在微扰 f 作用下，跃迁几率的一级近似由熟知的微扰论公式 

给出(第三卷， §42). 设辐射系统的初态和终态属于分立谱①，这 

时,在单位时间里发射一个光子的跃迁 i ~> f 的几率是 

dw = 2 jt I j 2 S (^ E； — Ef — coi ) dv , (44. 1) 

式中 v 取 一 系列连续值,是描述光子状态的量的集合(这时假设光 
子波函数归一化为“ V 标度”的6函数). 

如果所发射的光子具有一定的角动量，那么唯一的连续变量 
是频率公式 (44.1) 对 dv 三 do 积分，消去了 6函数 （0 由 A 

一心代 替)，则跃迁几率为 

vo~2.it {Vfi | 2 . ( 44 . 2 ) 

如果考虑发射的光子具有一定的动量 fc , 那么 dv =^ k /(27 ty 
= ^ dcodo /(2 jz )\ 本书中处处假定光子的波函数（平面波） 归一 
化为 “F = l 的体积中有一个光子”； dv 是相体积 Fd 3 A 中的犾 态数. 


所以发射具有一定动量的光子的几率可以写成 


dw = 2jt\V fi \ 2 6 {E.-Es-co) 




(2n) 


3 , 


( 44 . 3 ) 


或者对 do 积分后, 


dw 


( 4 tt ) 2 


V fi \ Wdo 


( 44 . 4 ) 


由式 (43. 10) 算出的矩阵元必须代入此式. 

下一节我们将利用这些公式计算各种具体情形中的发射几 
率.在这里,我们研究一下各种辐射过程之间的几个普遍关系式. 
如果场的初态中已经有 I 个(仄 #0) 已知光子，则跃迁矩阵 


①这无疑意味着反冲被忽略：辐射体整体保持不动. 
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元还必须乘以 

< N n + l \ C ^\ N n y --= (44. 5) 

即跃迁几率乘以… + 1. 这个因子中的1对应着1 = 0时的自发辐 
射，而项描 述受激 (或 感生) 辐 射:我 们看到，在场的初态中存 

在的光子能够激励同种光子的进一步发射. 

系统状态反向变化 ( f — i ) 的跃迁矩阵元与的区別 

是以 

<,V n -l|C B |A r n >-V]v7 

代替式 (44. 5), 而其余各量由它们的复共轭代替.这个相反的跃 
迁是系统吸收一个光子，由能级 A 跃迁到能 级私. 所以，对于已 
知的两个状态 i 、/ 来说，发射和吸收光子的几率之间有如下关系 
式①： 

«^ L = jV_ n + l_ > (44. 6) 

切吸收 ^ n 

这个关系式是爱因斯坦在1916年首先导出的. 


我们把光子数与入射在系统上的外来辐射强度联系起来.设 

/ jt. e dcydo (44.7) 


是1秒钟内入射在1 cm 2 面积上的辐射能量，辐射的极化为 e ， 频 
率范围为 do , 波矢量的方向在立体角元 do 内.这个范围对应着 
hHUol {2 nY 个振子，每个振子上有个已知极化的光子.所 
以，和式 (44. 7) 同样的能量可以由乘积 


k 2 dkdo , r ^ 


fb(0 


3 


Sjz s c 


Nk^dcodo 


给出.由此我们找到所求的关系式 


(44. 8) 


①本节中以下采用通常的单位, 




191 • 



设是在立体角 do 内极化为 e 的光子的自发辐射几 
率，而指标“受激”和“吸收”指示相应的受激辐射和吸收的几率.按 
照式 (44. 6) 和 (4 L 8)，这些几率之间的关系式是 

(44. 9) 

n(0 6 

如果入射的辐射是各向同性的，而且是非极化的 (“,• 与&和 
e 的方向无关)，则式 (44. 9) 对 do 积分并对 e 求和给出（系统在 
已知状态 i 和/之间)辐射跃迁总几率之间的类似关系式 

吸收受激 >== 切（自发 ）^_ j . (44.10) 

%(0 Z 

式中 7-2.4^.. 为入射辐射的总谱强度. 

如果辐射(或吸收）系统的状态 i 和/是简并的.那么有关光 
子的辐射（或吸收)总几率可以通过对所有互相简并的终态求和并 
对所有可能的初态平均而得到.如果状态纟和/的简并度（统计 
权值)用 A 和心表示，那么，对于自发和受激的辐射过程来说，< 
状态是初态，而对于吸收过程来说，/状态是初态.假设每一情形 
中 A 或心个初态的几率相等，显然，代替 (44.10), 我们有如下关 

(44.11) 


(44.12) 


(44. 13> 


系式： 

g s tv m，tic) =g i tv < * m) =^giW <6s - )Jt ~ c a -7. 

在文献中常常用到所谓 爱因斯坦系数 ，其定义为 
Aif = W ( ^ y 9 Bfi =iy (R!Sc >^ - 

(量是辐射能量的空间谱密度)，它们之间的关系是 
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§ 45. 偶极辐射 

我们用上面得到的公式来研究相对论电子在已知外场中发射 
光子的情形.在这种情况下，跃迁流是算符 

A 

j ^xpy ip 

的矩阵元，这里假定 0 算符是按电子在给定场中的定态波函数展 
开的 (§32). 矩阵元<0,1, i A : M /> 对应于电子由 i 态到/态的跃 
迁.占有数的这种改变是通过算符 M 屯实现的.跃迁流为 

i/i = = (t* (45. 1) 

式中心和 A 是电子的初态和终态波函数. 

我们在三维横向规范中来选择光子的波函数[四维极化矢量 
« = (0,€)：.这时式(43.10)中的乘积^ 6 *二一：^，0.将〜代 

入式 (44. 4 )，我们得到1秒钟内在立体角元 do 内发射极化为 e 的 
光子的几率公式 


dw etn = e z ~~^\e*-j fi (k)\ 2 do, (45, 2) 

式中 

=|V}aVN.e -ifc . r d 3 r. (45. 3) 

对光子的极化求和就是对方向 e 求平均（在垂直于已知方向 
n = fc /6> 的平面内)，然后再乘以2,这是因为光子可以有两个独 
立的横向极化①.于是我们得到公式 


①求平均时可以利用公式 



eict =~( Sik ~ ntnk ) 

(45. 4 a ) 

或 

(a*e) C6*e*> & ( a * n )( fe * n )}— —( aXn )*(6 Xn ) 

(45. 4b) 

式中的 < 

为常矢量. 
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dw n =e 2 ~ i n x j fi (fe) [ 2 do. 


( 45 . 4〉、 


一 种很重要的情 形是： 光子的波长 2 比辐射系统的线度《大. 
这通常意味着粒子的速度比光速小.在 a /2 的一级近似中（对应 
着偶极辐射，比较第二卷§叮)，跃迁流 (45. 3) 中的因子一〃可 
以用1代替，因为在 t 或沁明显不为零的区域内它仅有些微变 
化.这意味着光子的动量与系统中粒子的动量相比可以忽略. 

在同样的近似中，积分 in (0) 可以用它的非相对论表达式，即 
电子速度对薛定谔波函数的矩阵元 XVi 来代替.同样，这个元素 
ior ，, •，而，这里 d 是电子(在它的轨道运动中）的 
偶披矩.这样，我们求出偶极辐射几率的公式 

^e-n^~\e**d fi \ 2 do (45.5) 

(这里暗含着方向 ti : 矢量 e 应该垂直于 n ). 对极化求和后我们 
得到 

r ) 3 

dw n = - — [n x d fi \ 2 do. (45. 6) 


由于这些公式对电子是非相对论性的，显然可以推广到任何 
电子系统，这时必须把看成系统总偶极矩的矩阵元. 

公式（ 4 5. 6 )对所有方向积分，我们求出总辐射几率 


4ct> 3 
w - 

3 

或者写成通常的单位， 

4 d) S 

W =： - 

3fic 3 

辐射强 度/由 几率乘以$0> 得到： 

7 4 o 4 

/ ：=- 

3c 3 


1 d H | % 

(45* 7> 

i d fi [ 2 . 

(45. 7a) 

\d ft \\ 

(45,8) 


这个公式直接类似于做周期性运动的粒子系统的经典偶极辐. 
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射强度公式[参看第二卷 （67. 11)]: 频率 co s ^ sco ( o ^ 为粒子运动的 
频率， s 为整数)的辐射强度等于 

八二磬屯1 2 ， (45.9) 

式中也为偶极矩的傅里叶分量，即展开式 

oo 

(45. 10) 

5 = 一 co 

的系数.用相应跃迁的矩阵元代替式 (45. S ) 中的傅里叶分量，就 
得到量子公式 (45. 8). 这个法则（这是玻尔对应原理的表述)是经 

典量的傅里叶分量和准经典情形中的量子矩阵元之间一般对应关 
系的特殊情形(参看第三卷§ 48). 对于量子数很大的状态之间的 
跃迁，辐射是准经典的;这时跃迁能量 = 艮 一 忍/比辐射体的能 
量仏和 仏小. 但是这种情况不会使公式 (45. 8) 有任何形式上的 
改变， （45. 8) 对任何跃迁都是正确的.这就解释了下面的事实(在 
某种意义上多少有些偶 然)： 辐射强度的对应原理不仅在准经典情 
形中是正确的，而且在一般的量子情形中也是正确的. 

b 

§46_电多极辐射 

现在，我们来研究角动量 i 及其在某个选定方向;3上的分量 
w 具有确定值的光子的发射，而不是在已知方向上（即具有已知 
动量的）光子的发射.在§ 6中我们已经看到，这样的光子有两种 
类型——电型和磁型.我们首先研究电型光子的发射，并仍然假 
定辐射系统的线度比波长小. 

借助动量表象中的光子波函数（即将四维矢量 Z 〃( r ) 写成傅 
里叶积分的形式)进行计算比较方便.这时，矩阵元为 

V fi =e^ fi (r)A ： (r) j ；,( r ) (k) 

( 46 . 1 ) 
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(为了简化书写，我们略去光子波函数上的指标 


对于型光子，我们取式 (7. 10) 的波函数，选任意常数 C 

等于 

c — 搏 . 

这样选取，可使波函数 ( A ) 的空间分量中含 y —1阶球函数的项能 
够消去[如公式 (7.16)]. 这样， A 中将只含 j + 1 阶球函数，因而 
与含较低的 J 阶球函数的分量必相比，对 ■ 的贡献是 a/A 
的较髙阶小量（由以下计算可清楚看出）. 

因此，我们假设 

氺 =( 必，0)， 0 = 

( n - fe /6)). 将此式代入式 (46. 1) 并对 d | fc | 积分，我们得到 
V d z x-p fi (r) do n Q^ ktr Y] m (n). 

(46. 2) 

为了计算内积分，我们利用展开式 (24. 12), 写出 

e ^ 二 & 殳土 V gi (hrnrJ^)Yj^\ (46. 3) 

i ; 0 tn--1 ' / \ ^ / 

式中 

(46. 4) 

[参看第三卷 （34.3)]( D . 把这个展开式代入式 ( 4 6. 2)， 我们得到 

fe _ ifc . r F ; m ( n ) diri 、 伽) 


①函数奶的归一 ft 是这祥的•.当 ifer->co 时，它的渐近形式为 

〜 sin (kr ~nl/2) d . 

gtOcr)^ - ； - - — ( 4 ( 3 . Aa) 

KT 
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(其余的项因球函数的正交性而为零).由于条 f 牛对 dk 
的积分中只有满足如 《1 的 Fg 离起作用.因此，在函数心 (々 rO 展 
开为鼾的幂级数中，可以只取第一项 




{ hr ) 


J 




(46. 5) 


来代替函数 9 j ( kr )0. 结果，我们得到 


F " = ( — 1) 附 1 i ， 


CO 5 


+ 1/2 


(2 J +1) n 


^(sQ^-m) fif 


(46, 6) 


式中引入了记号 


(Qfnlh 



4 jt 


2j+l 


P"(rVT ?m (+)d 


(46. 7) 


[请记住， rj f - m =(- iy - n r 7 m i 与相应的经典量相类似（第二 
卷，§ 4 1)②，量 (46. 7) 叫做系统的电2〃 极跃迁矩. 

对于外场中的一个电子， P/f = 0) 量 (46. 7) 是作为经典量 



的矩阵元来计算的. 

在非相对论情形中（对粒子速度而言)，对于 W 个相互作用粒 
子组成的任意系统，跃迁矩原则上可以按类似的方法计算.这时, 
跃迁密度通过系统的波函数 


p 门 ⑺=卜0^," 


•， r w ) 妒 i ( r 】，“.， r 汉） H <3 (r — r n ) 


- d 3 xr t 0 d 3 x N 


(46. 8) 


① Ar 的幂次等于与 I 相乘的函数的阶数.这样就证明了将 A 中含较髙阶 
球函数的项忽略是正确的 . 

② 多极矩的定义中没有因子 G 这是由于本书的流定义中也没有电荷因子. 
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表达，积分对整个位形空间进行 

我们在这里所用的光子波函数，同式 (44. 2) 中一样，相应〒 
(在坐标表象中）归一化为按^标度的6函数.将式 (46.6) 代入， 
我们得到构辐射的几率② 


(电） 


■心 I 2 . 


特别是当 j — 1 时，我们有 


(电） 


Aco z 

丁 


id )"! 


量 g 汊与电偶极矩矢量的分量有下列关系 




(46 


( 46 . 10 ) 




(电） 




V ~2 




( 46 . 11 ) 


将式 (46. 10) 对 m 求和，就回到我们熟知的偶极辐射总几率的公式 
(45. 7). 

多极辐射的角分布由公式 a id 决定.将它归一化为总发射 
几率叫>«时，我们有 

n 

I 2 ^jnAo ~ ^ I 2 ^ 0, (46. 12) 

特别是当时， 

Y^i^—cosO, 1^， ±1 = 平 V 去 S in 0. e 々， 


式中 I P 为极角和方向 n 对 z 轴的方位角.计箅涕度时,我们求 
出具有一定 m 值的偶极領射的角分布表达式 


① 可能会出现这样的 情瑢: 根据近似选择定则，跃迁几串变为零，而返似选择定 
刖仅当忽略电子的自旋-轨道相互作甩时才是正确的.这时，为了得到非零的结果，所 
用的法函数必须考虑这种相互作用的相对论修正. 

② 乍看起来，由于空间的各向同性，光子发射的总几率似乎不应该依赖于 m 值. 
情况 斤非 如此.不难理解，当系统的初态给定时，不冏的终态对应着发射的光子有不 
间的 w 值；比较下面的法则 （ 4 6. 1 6) • 
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sin 2 沒 do . 


dw u±1 



1 

8^t 


(46. 13) 


当然，这些公式也可以由式 (45. 6) 得出： 首先(对 w 二 0) 假设4 = 

‘ = 0乂二^然后（对 7 n = ± i ) 假 设‘二 = 

如果系统(原子或原子核）线度的数量级为则电多极矩的 

数量级一般來说为 Q 以〜 a J . 多极辐射的几率为 

w ( j U m^oik(ka) 2j \ ( 46 . 14 ) 

若极数增加1，则辐射几率减小一个因子〜(&) 2 _ 

角动量和宇称的守恒定律引出一定的选择定则，限制辐射系 
统状态的可能改变.如果系统的初始角动量等于心，那么发射角 
动量为 j 的光子后，系统的角动量只能取角动量加法法则 
= J ) 所决 定的^ /值： 

(46. 15) 

当 人和乃 的值给定后，光子角动量的可能值 j 由同样的法 
则 (46. 15) 决定.但是，由于辐射几率随 j 的增'加迅速衰减，所以 

辐射基本上以最低可能的极数发生. 

角动量 JV 和乃的分量和 ilf ， 与光子角动量的分量饥(根 

据同样的角动量加法定律)满足关系 

= (46.16) 

辖射系统的初态和终态宇称尸 f 和^ V 应该满足条件 
这里尸妍是所辐射的光子的 宇称. 因为宇称只具有± 1值，所 
以这个条件也可以写成 

PiPpP 光了 • (46. 17) 

对于电型光子, = ( — 1)、因而电多极辐射的宇称选择定则是 

尸//二（一 1)人 (46. 18) 


总角动量和宇称的选择定则是非常严格的，任何系统在辐射 
时都应该遵守.与此同时,存在着另外一些有局限性的选择定则, 
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它们与特定辐射系统的某种结构特征相关.这样的选择定则难免_ 
具有一定程度的近似性质，我们将在本章的后面几节中研究它们. 

发射几率对量子数的依赖关系完全由多极矩的张 
量性质决定.具有一定 j 的量构成 j 秩球张量，它的矩阵元 
对上述量子数的依赖关系由公式 

l<«/ JfM s \ Qjy~m\ 




KnfJAQjhiJ,}^ 


(46. 19) 


给出[参看第三卷 （107. 6)], 式中的字母/^表示除了 /和 M 以外系 
统状态的其余量子数.等式 (46. 19) 右边的约化矩阵元不依赖于 
量子数将这个公式代入式 (46. 9) 就能确定所求的依 
赖关系，它正比于 


/Jf 3 Ji V 

\M f m —Mi) 

(当然,这时假设辐射体不在外场中，所以跃迁频率 0) 与 和见 
无关). 

对所有的值求几率和（设为已知)，我们得到由系统 
的初态能级〜入发射已知频率光子的总几率.显然，由干空间的, 
各向同性，这个量也将与初值无关.求和时，要用到公式 


2 I <»///% I 仏 , -J « A 礼 > 1 2 = I 心 I * 


[参看第三卷 （107.11)]. 


(46. 20) 


§47. 磁多极辐射 

磁型光子的波函数是， =(0, A ), A 由公式 (7. 6) 给出.将 
它代入式 （46. 1), 我们得到跃迁矩阵元 
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(47: 1) 

像式 ( 7 . IS ) 中那样，矢量 Yf ^ 的分量可用 j 阶球谐函数表达.再 
利用展开式 （46. 3), 我们得到内积分 

J \ T / 

将式 (46. 5) 的心代入后①， 

j + ^ 

( 2 j + l)!!J \t J 

根据定义 （7. 4), 这里必须代入 

Y ^(t) = VJo'+D x vD 

然后应用公式 

- (r X VF* m ) = 一 (rxjfi) • V(r j Yf m ) 

将被积函数改写，我们得到 




W+TJn 




( 47 . 2 ) 


式中引入的量 

' ( 47 . 3 ) 

叫做磁 V 极跃迁矩. 

由 于发射几率的表达式 (47. 2) 和 (46. 6) 之间的相似性，可以 
得到和式 （46. 9) 同样的公式，差别仅仅是磁矩代替了电矩.角分 
布的公式 （46.12) 也仍然成立[这一点在讨论 (7.11) 时曾经指 
出过]. 


① 不要把流 j _ 与角动量*/混淆了 1 
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我 ff ] 来研究 j = l 时表达式 3) 的形式.在这种情形下，函. 

数是 

yJ ^ rY l0 = iz f J ^~ rYl9 

它们的梯度就等于式 (7. 14) 的球单位矢量 e w , e <tx> . 所以量 
erg [ V 3 fi 是矢量 


^u = 


|(^xi/i)d 3 a; 


(47. 4) 


的球分 : S . 这个矢量在形式上和经典磁矩相似(参看第二卷§4 4 ). 
公式（用通常的单位） 


4 o > 3 , 


(47. 5) 


通过这个矢量给出辐射的总几率.我们来看公式 （47. 4) 怎 
样与磁矩算符一般的非相对论量子表达式相联系. 

跃迁流的表达式（参看第三卷§ 115) 为 


fWf) + ^rot(^/S^i), (47. 6) 


式中 P 是粒子的磁矩， s 是它的自旋.所以 

= — x V)0id 3 or+ ~~ 0i(r x V)^/d 3 ar 

+ ^| c^x rot (0* s ^ i )] d 3 a :. (47. 7) 

在第二项中我们写出 

>» p M 

ipi(r x v) ^Jd 3 ^=— (r x v)^id 3 ^-f- rot(r^*0jd 3 a;. 

J J 

最后一个积分可以改写成对无限远平面的积分，因而等于零.所 
以式 (47. 7) 中的头两项是相同的.在第三项中我们按如下方法将 

积分改写成(暂时采用符号 F 二 tfsfi )： 
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f[rx (v x F) ]d 3 a: - ^[r x (rf/xF)]-|c(Fx v) x r]d 3 a：. 

面积分等于零，而在最后一个积分中我 们有： 

(F x v) xr= —F.divr+ F 二 一 2F, 

所以， | (rx rotF)d 3 x = 2jFd 3 x. 

.结 果 ， Afi 的表达式变成 

二分罗 (47. 8) 


式中 i = — i ( rxv ) 为粒子的轨道角动量算符.因而是算符 


A 




(47. 9) 


的矩阵元.式 （47. 9) 包含粒子的轨道磁矩算符和内禀磁矩 算符. 
磁多极辐射的选择定则和电多极辐射相 似:选 择定则 (46. 15), 

(46. 16) 仍对总角动量成立,而宇称的选择定则为 

以严 （一1) 川， (47. 10) 

它是把光子的宇称(― 1 V + 1 代入 (46.17) 中得到的. 


§48. 角分布和辐射的极化 

§ 46和§47中所推导的公式属于具有一定角动量 j 及其分量 
m 的光子的发射.相应地，可以假设辐射系统(譬如原子核)在辐 
射前后不仅具有一定的角动量值而且具有一定的极化，即一定 
的见值， 

现在我们来研究部分极化核辐射的更一般的情形（梭的线度 
仍然假设比波长 小). 设所发射的光子仍旧具有一定的角动量么 
怛可以是部分极化的.我们来求作为光子方向 n 的函数的发射 
几率.它必须由描述核和光子极化状态的密度矩阵来表达. 

为此目的，对初终态原子梭都具有确定的和值 




203 • 



的情形,我们首先把发射几率写成光子方向 n 和螺旋性二士 1> 
的函数. 

发射—定的光子的矩阵元正比于原子核的 极矩 （电 
矩或磁矩）的矩阵元. 

jm\V\ m {J s M f \Qs>-m\ A %〉•（48. 1) 
被发射光子的波函数(在动量表象中）正比于 Y 荔 ( n ) 或 Yf m \n). 
动量方向为 n 、 螺旋性为 A 的光子波函数正比于极化矢量 e 发 
射 nA 光子的矩阵元由式 （48.1) 乘以状态 | jm > 的波函数在状态. 
| rU > 的波函数上的分量 得到： 

<J f M f ;nA\V\J.M.ycc (- 1 ) 乃札 >[><，> 

按照式 （ ie . 23)， 对于两种类型的光子， 

e a) * Y Jm ( n ) ccZ )^ ( n ). (48. 2) 

多极矩的矩阵元通常用约化矩阵元表示.结果，我们得到跃迁 


率幅度为 




(48. 3) 


式中的《代表 〈 AlalA 〉. 

现在我们来讨论混含极化态的一般情形.按照量子力学的一 
般法则,跃迁几率将正比于表达式① 


①如果系统的初态和终态通过叠加 


少⑴=^ ^(/> = 2^(/) 

n m 


描述，那么矩阵元为 


<f\r\i}=^b^a n r 


它的平方为 


通过代换 


l </| r | i >|^ 2] ^mnV^ n a,aVb mi bt. 

nn r mm! 


可以得到混合态的情形，因而 

K / m **> 卜2 V mn [r^ %fp ih p in 

fin* mmt 


m 
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(m) 


x 〈礼 | P “> I 职〉 〈码 I p^\M f )<A f \p< v >\A) (48. 4) 

o … ， P u \ P ( ” 分别为初态核、终态梭和所发射光子的密度矩阵，求 
和号下的 (m) 表示求和对所有重复出现两次的 m - 型量 
' M r f AX) 进行 , 再将式 （ 48. 3) 代入式 (48. 4). 

立体角 do 内光子的发射几率用切 (n)do 表示 . 显然，在任一 
方向上以及对于光子和终态梭的任一极化，总发射几率与核的初 
始极化状态无关，这已由我们熟知的公式给出，这里不去研究.我 
们将几率 w(n) 归一化为 1 ，结果得到① 

w(n) l) D(—I” < Z)<^/)<4 ； 

(Tfl) 


X 


Jf 

M , 


3 


Jf 3 




{M ,\\ M\y x 




( 这 个归一化的正确性我们将在下面看到）.这个公式可以进行改 
写 , 为此，我们先把两个 D 函数之积展成第三卷的式 （ 110.2 ) 的 
级数 


二 （一1 K + 


-(- 1 ) A+m ^l( 2 L+l) 

L 


/j J 
-X 



— 为整数 ， l>2j) • 这样，我们最后得到 


w(n) 




(2j+l)(2JVfl) 

8 jv 


2 S (— d 2 … 〜 


M * 十 wi + 


(2Z/ +1) 


L (m) 


①当改写符号因^时，可以利用2*/0 2*/ / ，2肌，2见 / 有相同的宇称,还要记住厶 
w 为整数，而 A = ± l . 
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U 3 j L VJf j J, \ 

\A — K -"- — 7ti r _ fi / \ 一 Mf — tn M j J 

\~M) —m, -M\) 

X D^(n) 1 p ⑴ I \M f ya \p^\X>. 

(48, 5): 


和上面一样， 1] 表示对所有出现两次的 m 〜型量求和.这里必须 

( m ) 

指出，; I ,，与其它型量不同，它们只有两 个值 : A A ' = 士 1,而不 
是 2 j + l 个值(对给定的 j ); 这两个值对应着光子的两种极化. 

公式 (48. 5) 包含着所发射光子的角分布、它们的极化以及次 
级梭（发射光子以后的核)的极化等全部信息，这里我们假设起始 
密度结阵是已知的. 

角分布 

对光子和次级梭的所有极化求和，就可得到光子的角分布.对 
极化的平均是把非极化态的密度矩阵 

< A | p (v> | 〈馬 1 P ⑺ I 码〉 二 2心 1 + 

(48. 6) 

代入，然后，求和就是乘以 2( 对光子)或2心+1 (对核).换句话说, 
求和就是代换 

I ', 為冲 (48. 7) 

所以，角分布为 

历 (n) 二 ⑻ + i y 2J< + 1) D J^(-l)^ + l (2L^l)D^(n) 




L Y J/ 

—芦 A— 见， 
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r 


J 


x 


M f -m ! M 




这个公式可以通过对 m - 型量求和而大大简化. 
首先，我们看到 


j j L 

A — A 0 


(-D 


L 


"L 
A A 0 


I , 


(48. 8> 


因此, 




A 


j j L 

\ A — A 0 



JL 

10 


0 


L 为偶， 
L 为奇. 


这样，对 L 的求和只剩下 l 为偶数的项，即其中只包含偶阶球谐 
函数 {0^) . 这个结果是可以预 见的： 因为宇称守恒,几率应该对反 
演不变，即对代换 n ->- n 不变， 


这样一来，就有 


w (n) 


(2j H~ 1) (2J j -j- 1) (2L +1) f 


j L 
10 


/ > oV (n) 


參 


x 

( m ) 


X 


w w 

J J 


L\/Jf 


m 


m f ~jJL 八 一 M 


m M 




M 


j Ji 




我们看到，在这里归一化是很容易证明的：由于公式 


do 

4jt 


Z>W (n) ; = 


对所有方向积分后，只剩下 = o 的项/ 利用公式 




m 


m 0 


(― ip 


V 2 JH -1 


J , 


Hi Jf 3 

M jm\ — 31 j — 771 M ^ 


2/ t + l 


,Spp 


⑴ 
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就可证明积分等于 1. 

在 S >( n ) 的内求和中，利用第三卷式（108_ 4 )实现对 
的求和.光子角分布的最后公式是 

w ( n )-= (一 l ) 1 " 〆 " 

4jv 


令 —〜 — 《 J 0 f ； ? 讲 ㈣ ^⑻， 


式中 


(48. 9) 


0 V (2 L 十 1) (2/^1) 



泓以*= ( 一 (48. 10) 

式 (48. 9) 中的内求和是对所有的 |#:< L 进行，而外求和是对满足 
条件 

L<2j, L^TJ (48. 11) 

的所有偶数值 L 进行[这些条件来自式 (48. 9) 、 （ 48.10) 的 3^- 符 
号中 j 量应满足的三角形法则1由于这些条件，求和中的项数一 
般很少.例如，当 A = 0 或1/2时，只剩下 L = 0 的项，因而辐射 
是各向同性的(不难证明，根据归一化条件， L 二0的项应该等于 
1/4) .当 J\= 1,3/2 或 1 时 ，对 L 的求和只剩下 两项: L = 0, 2. 

我们还看到，如果密度矩阵 P a ) 是对角化的(7^ = 1彳），则 M = 0, 
分布函数 （48. 9) 取勒让德多项式的展开形式[按照式（16_ 5) 和第 
三卷的式 (58, 23) ,函数乃没就是函数 ( cos 0)]. 最后，如果 




即如果初态核是非极化的，那么除 = 1 以外，所有的 
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突 C=o ①. 

是表征核极化态的最方便的量，我们称 它为极化矩， 公式 
(48. 10) 通过密度矩阵 p MM ， 定义了它.不难证明，通过极化矩表 
达密度矩阵的相反公式是 


9 MM f = 


2 V 


2J+1 





(48. 12) 

1. 

设是依赖于梭极化态的某个球张量.按照一般法则[参 
看第三卷式 (14. 8)]，它在具有密度矩阵 Pm 〆 的状态中的平均值 
等于 

■ 

(48. 13) 

MM 9 


根据公式 


/ 




M * 


J L J 

M r ft M 




通过约化元 J > 表达 / u 的矩阵元，并根据 (48. 10) 的定义 
引入极化矩，我们得到 


1 


{JWfjjy 


n/(2L+1) (2J+1) 




LM * 


(48. 14) 


光子的极化 


①实际上，应用 

/ J 0 J \ 1 

(n M r ( ~ iy ~ M ^TT dMMfp 

我们有 

； i)w 

然后根据定义 (48.10), 我们求出上述结果， 
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当矩阵 P ( v > 和 P < n 以及 P u ) 给定后，公式 (48. 5) 确定了所发射 
的光子和核处于一定的极化态的跃迁几率.这些态实质上并不是 
这种辐射过程的特性,而是探测器（它记录光子和反冲核，并识別 
它 ri 的确定极化）的特性.这个问题的另一种更自然的表 述是： 
“核+光子”系统的终态不是一开始就确定的，只在给定光子发射 
的方向后,才能确定终态的极化密度矩阵. 

这个问题的答案也由公式 (48. 5) 给出.如果把它写成 

、 

(m) 

(48. 15) 

则表达式 < M ， ; nA \ p \ M f f ; >将是所求的密度矩阵，因为按照量 
子力学的一般法则，跃迁到已知状态的儿率如由它在给定的 P (v> , 
P 上的“投影”给出.在公式 (48.15) 中分离出因子 U )( n ) 是为了 
使这个矩阵能够按照一般的条件归 一化： 

^XM f \nX\p — 

AMf 

如果只考虑光子的极化，则必须对 = 求和： 

(nAlp \ f \ nA\p \ M S \ nX >. 

通过与公式 (48. 9) 完全类似的推导，我们得到 

x^2(~iy^2L+l( j j L )\ Ji Ji L l5]^W, ) (n) 
L \A 一 A ’ 一 A . j \j j Jf ) ^ 

(48. 16) 

( d 二 A — W ), 求和是对满足条件 (48. 11) 的一切整数值 L 进行. 

特别是，圆极化由斯托克斯参数 

ii — (nl I p ]ti1)> — 〈 n, — 1!p!ti, — 1 〉 


_ 
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决定(参看 §8 习题).由于关系式 (48. 8), 在这个差中消去了所有 
含偶数1的项.所得| 2 的公式与表示式 （48. 9) 的区别仅仅是对 


奇数 (而 不是偁數) L 值求和. 

终态核的极化 

最后，如果我们只研究梭的终态极化,必须令 P (v) ^. 这时如 

果还要对光子的方向积分,那么终态核的密度矩阵将是 

■ 

j w (n) <M f n | p | M^nydo = 


(2Ji + D 2 (—1) 2J ‘- 

L W r , 




Jf 

Mf 



x 


Jf ; Ui )< M i \ p ^\ M i i y 
M f f -m M\ 


按照这 个矩阵计算出的极化矩等于 


Ji Ji L 


= ( - 1) 〜鄉 P w(2^4-1) (2 心 + 1) ^ 

(48. 17) 

如果初态核是非极化的，则终态核也将是非极化的.但此时存 
在关联极化,即辐射的方向给定时，辐射后的核是极化的.令 P “> 
8/ C 2 A + 1) (相应地， ®( n )= l /“） 并进行与推导公式 (48. 9) 


—> 


类似的计算，就得到描述这种极化的密度矩阵 


(2j -f 1)(-1) J ^ M h l ^](2L^l) 


v 

J 


)L 
L 0 


xi Jf L Js Jf L ^ 

—m p M f /ij j 


(48. 18) 


相应的极化矩是 


= (2j + l) V (2 L +1) (2J/ + 1) 
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參 


x( j J L )\ Jf Jf L fz )^( n ). (48, m 

\1 一 10 Mj j J\ S 

只有偶数级的极化矩出现(这也是早先提梦 j 过的宇称守恒的结果). 

如果二次核依次产生辐射，那么由于它已极化,将产生各向异， 
性的光子分布.因为极化矩 （48.19) 侬赖午俞次衰变时所发射的光、 
子的方向 n ， 所以相继发射的光子的方向之间#在一定的关賧(一 
次核是非极化的），用类似方法可以处理级联发射的其它关联效 
应(极化的相互关系等)①. 

S 

I 

习 題 

求极化矩匆 M 和逆与角动量矢量 J 和四极矩张量 a * 之间的关系. 

解矢量 J 和张量的约化矩阵元由下式 决定： 

QT -- OWQ\\jy 

J — 2 j + 厂， v 2 j + r ~ 

• . 

[ 比较第三卷公式 （107. 10) 和 （107. 11)]. 算符么 * 通过角动量算符由第三: 


卷式 (75. 2) 表示: 

0 


由此求出平均值 

约化矩阵元为 


3 Q 


2J (2J-1) 


(/.+ 人+人人_香 h 


3(? 




JTH 4 JL 3) - Q 2 S % j ^ j % y V - 




( JWQWjy ^ Q ^/ 


3(27 + 1) ( J + l ) (2 J + 3) 


2J 


根据式 （“_ 14)， 极化矩來,，等于矢量 



3 




T 


① 这个问 扭的详 细论述可以参阅苏联科学院 1961 年 出版的 <t -射线 >(“ rawva — 

. • . 

■ ^ 

jyqH ’） 一书中 A *3 .几 oUHob 的 论文. 
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挪球分而极化矩52^等张 t 





3 ( J + i ) (2J + 3) 


Qi_k 

万 


徇球分通. 


! 49. 原子 辐射： 电型① 

原子外层（参加光学辐射跃迁的）电子的能量约为五〜 me 4 M 2 , 
因而所辐射的波长 入〜 heIE 〜於 ! ame 2 • 原子的线度 a 〜%” me 2 • 
所以在原子光谱中，不等式《//!〜 Q £« l 照例成立.比值 Wc 〜 a 具 
有同样的数量级，这里〃为光电子速度. • 

由此可见，在原子光谱中，选择定则所容许的电偶极辐射的几 
率 大大超过多极跃迁的几率，由于这个原因，在原子光谱中最 
重要的正是电偶极跃迁. 

我们已经说过，这种跃迁遵守关于原子总角动量/和宇称 P 
:的严格的选择定则③ 

+ (49.1) 

PP f = ~-l. (49. 2) 

不等式意味着角动量/只能改变0, 士 1;而由于/十 
0—0 跃迁是禁止的.初态和终态的宇称应该相反® 

跃迁的发射几率由原子偶极矩的相应矩阵元 

:确定 如下： 

切 (nJM^rM 1 ) -^1 nJM}\\ (49. 3) 

① 在 § 49—^ 51,§ 53*-§ 55 中采用通常的单位. 

② 在原子光潜的光学区域内，偶极跃迁几率的典型数值约为〗 0* 秒 

③ 现在我们用不带撇和带撇的字母分别表示初态和终 态的量 子数，用字母 
表示决定系统状态的所有其它:除了明显指出以外的）量子数. 

④ 宇 称选择 定则是 Laporte 建立的 （O. Laporte^lQSO. 


■ 
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M 给定时,公式 (49. 3) 对 — m 的所有值求和，可以得到; 
由原子能级发射已知频率的总几率.求和时，利用式 （46. 20), 
结果为 

w{nJ->n f r) =,-^1 (49. 4> 

这里的约化矩阵元的模的平方有时叫跃迁线强度，它对于初态和 i 
终态是对称的. 

观察到的辐射强度等于 w 乘以如>，再乘以辐射源中处于该激 

发能级上的原子数 N nJ . 所以，在温度为; T 的气体中， 

N nJ co(2J+l)exp(~E nJ /T) 9 

因子 (2 J +1) 是角动量为 J 的能级的统计权重. 

原子光谱跃迁几率的进一步推导需要具体指定原子的状 
态。在这里我们将不讨论矩阵元的计算方法，因为它的近似程度没 
有明显的理论意义.我们将只对耦合的各种状态(特别是在轻 
原子中）推导出若干个关系式(参看第三卷 §72). 描述这样的状态, 
除了用总角动量以外，还要用轨道角动量1和自旋 S 的确定值， 
这时 I 和沒都是守恒量. 

由于偶极矩是纯粹的轨道量，所以它的算符与自旋算符对易， 
即它的矩阵对于数沒是对角化的.对于数 L , 偶极矩所遵守的选 
择定则与任意轨道矢量相同（参看第三卷§烈).所以型各态 
之间的跃迁除遵守选择定则 (49, 1) 和 (49. 2) 外，还遵守以下的选。 
择 定则： 

没 = 0， (49. 5> 

| Z /- ZJ <1 <L + L '. (49. 6) 

我们再次着重指出，这些定则是近似的，当考虑自旋 -轨道 相互作 
用时就不再成立. 

我们看到，选择定则( 4 9. 5) (它禁止不同多重态的项之间的跃^ 
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迁 ） 不仅适用干电偶极跃迁，而且适用于一切电型 跃迁： 各种电多 

极矩都是轨道张是，因而它们的矩阵对自旋是对角化的.例如，对 

于电四极跃迁，除了一般的选择定则 

+ PF^l (49. 7) 

外，在 hS 耦合情形下还有附加选择定则 

S ，一 S = Q ，\ V - L \<2 ^L + L \ (49. 8) 

发射儿率可写成的显函数形式.当角动量相加时，利 
用球张量矩阵元的一般公式，就可直接做到这一点.按照第三卷 
的公式 （109. 3)，我们有① 

| {n f L f SJ f \d\nLSJ) | 2 -(2J+1) (2J f +l) 


x ^ \ WL f \\ d \\ nL }\\ (49. 9) 

将此式代入式 (49. 4)， 我们得到 


w { nLSJ -> n f L r 8 J f ) 


細 3 
3尨， 


(2J' + 1) 




2 


x Kn'L'l 小 L >| 2 ,) (49. 10) 

并 itco = co (jiLS—v/US)®. . 

对这些几率可以导出一个求和法则. W 符号的平方满足求 
和公式「参看第三卷式 （108. 7)] 


S 、2 m 


v r sy j 

I L 1) ^ 2LTI 


(49.11) 


借助它可以由式 （49. 10) 求出 


S HnLSJ ~> n ， L f SJ r )\{ n f U \ d \ nLy \\ 

(49. 12) 


①第三卷 § 109 的公式中，“ 子系统 1 和 2 的角 动董” 现在必 须理解成原子的轨道 
角动 St 和自旋，它们之间的相互作甩被忽略.量用轨道矢蛩 A 表示 • 

③ i 卜算矩阵元时忽略自旋-轨道相互作用，还可以忽略頻率对 J 和，的依縝关 
系，即 u 略原子态和终态能级的株细结构. 
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我们看到，这个 S 与 J 的初值无关. 

对干气体辐射,如果气体的温度比原子项 nSL 的精细结构间 
镉大得多，那么，不同/的状态被均勻占据，即所有的/值都是等儿 
率的.在这种情况下，原子处在某个确定值能级上的几率等于 


2*7+1 

(2 L +1)(2^+ T ) 


(49. 13) 


即等于这个能级的统计权重与原子项 nSL 的总统计权重之比.表 
达式 (49.10) 或它们的和 (49. 12) 对这些几率的平均归结为乘以因 
子 (49. 13), 这个平均用字母上加一短横表示.光谱多重钱中所有 
谱线（由两个原子项《 &^和 n f 8 V 的精细结构分量之间的一切可 
能 跃迁所形成)的总发射几率为 


fD(nLS—n ， L ， S) - ^1 S 切 (nLSJ—n’USJ’h (49. 14) 

J J 9 


_然，由于 (2/ + 1)-(2 5 +1) (2 L + 1) ,所得的总几率表达式 

J 


与式( 49 .1 2 )—致.所以,一条单线的相对几率(即相对强度）为 


winLSJ^VSr) (2J+1)(2J , + 1)^L , J f S) 2 /An 
. —mnLS—WUS)—: (勝 1 )—" L * (4y * 

分析这个公式所给出的数值，可以看出 ：多重 谱线中 A/-AL 
的那些谱线最强(叫做 主线, 其余的被称为 伴线） . J 的初值愈大, 

: 则主线的强度愈大. 

量(49.15)对 ( /和/'求和分别给出 . . 


|>卿—庸） 2J)1 

w(nLS->n f L f S) (21 + 1) (2S f 1) 


^w(nLSJ^n ! L f SJ f ) 


2J f ^rl 


(49.16) 


切 (nH—n ， d) (2L+1) (2/9 + 1) • 

油此可见，具有同一初态能级(或终态能级)的光谱多重线中，所有 
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镨线的总强度与初态能级（或终态能级）的统计权重成正比. 

我们还可以考虑原子光谱线的超精细结构.要知道，原丫.能 
级的超精细分裂是包子与原子核的自旋(假如它不为零）相 S 作甩 
的结果（参看第三卷 3122 ) •原子(包括原子核)的总角动量 F 等于 
电子的总角4!量/和®子核的角动量 J 的迭加.能级 n «7 的每一 
个超精细结构分量都用一个釐子数 F 表征. 

• * • 

现在，角动量的严格守恒导致关于总角动量 F 的严格的选择 

定则.对于电偶极辐射， 

\F f ~F\ <l<F + /f T, . (49. 17> 

但是，由干电子与原子核自旋的相互作用极其微弱,在计算原子中 
电子壳层的电矩(和磁矩)的矩阵元时,完全可以忽略.所以，原先 
关于电子角动量/和电子宇称的选择定则也仍然成立.特别是， 
电子宇称的选择定则禁止同一项的超精细结构各分量间的电偶极 
跃迁 :这些 能级全都具有稆同的宇称，而这样的跃迁只可能发生在 
不同宇称的状态之间， 

由于偶极矩算符与原子梭的自旋对易，所以矩阵元对量子数 
/和 F 的依赖关系可以写成明显的形式；这些计算与上面对 
耦合所进行的计算的区别，仅仅是符号上的明显改变而已.通过: 
对总角动量 F 的终态分量值求和，便得到发射儿率 

to(nJIF~>n f riF f ) ㉟ * K 


co ~ co(nJ^n f JO f 

而约化矩阵元的平方为 

j < n f J , IF f ldlnjrFy \ 2 =( 2 F ^ l ) (2 F ，+ 1) 
(J f F f I) 2 • 

J ^ \wrid\\nj)\\ 


(49 ,1 sy 


(49, I9> 
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习 


碱金厲光谱中的大部分谱线可以描述成一个外层电子(光电子）在原子 
。韵其余部分（形成闭合组态）的自洽场中跃迁的结果，原子的状态按耦合 
决定.在这些条件下，试确定光谱线精细结构分量的相对强度. 

解原子的总角动量 i 和汐= 1/2等于光电子的轨道角动量和自旋. 

所以，状态的宇称等于 （_1 ) A (原子其余部分闭合组态的宇称为正).所以, 
宇称选择定则禁止的偶极跃迁，因而只可能发生 I/—L = 的跃 
迁.由于 J 的选择定則，双线能级和 》'， Z — 1分量之间的跃迁共给出 
三条谱线（图1)，它们的相对强度(记 


作 a ， 6, c ) 可根据 （49.16) 确定[而不直 
接采用公式 (49.15)], 按初态（或终态) 
划分谱线，不同初态（或终态）谱线的总 

强度之比给出两个 方程： 

6+c _ 2L o-f 2L 
~~a~ = 2L-j-2 ， ~7~^2L~~2' 



J=L 一 1 /g 


J-L-Pz 


由此得出 图 1 

a:b:c=[(L+l) (2L-l)J:l ： l(L-l) (2L-f-l)]. 

如果1，较低能级不分裂，谱线 c 不会出现，因而, a /6-2. 


5 50. 原子辐射 :磁型 


原于磁矩的数量级等于玻尔 磁子: 它和电偶极矩 
{ A 〜 ea 〜% 2 1 me ) 的数量级相差一个因子 a ( 因为 vj c 〜 a ， 所以 

，〜 “/ c , 这正是所期待的).由此得出，原子的磁偶极 ( ikfl ) 辐射 
的儿率大约是同频率的电偶极辐射几率的 1/ a 2 . 所以，实际上只对 
那些电辐射选择定则所禁止的跃迁，磁辐射才是重要的. 

至于电四级(瓦 2) 辐射，它的几率和 i ¥ l 辐射几率之比的数量 

级为 


E2 (ea 2 ) 2 o 2 /c 2 a 4 m 2 co 2 

- -- —— ^ - ▲— 

Ml fi 2 h 2 


m 


(50.1) 
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(四极矩〜 时 2 , E 〜 为原子能量, A 五为跃迁时能量的改变)， 
我们看到，对于平均原子频率(即 〜 E 时)，丑2和 Ml 辐射的几 
率具有同一数量级(当然，假定两者都是选择定则所容许的).紺 
於 E《E (例如，对于同一原子项的精细结构分量之间的跃 迁〉， 
那么 H 辐射的几率比瓦2辐射的大. 

磁偶极跃迁服从严格的选择定則 

| J f —JICKJ + J ', (50. 2> 

PP f ^l. (50. 3> 

在/^耦合情形下，有比电情形中更具约束性的附加选择定 * 
则.这种情况与系统中因所有粒子(电子）的全同性而产生的原子 
磁矩的恃殊性质有关，也就是说,原子磁矩算符可以通过它的总轨. 
道角动量和自旋角动量算符 表示： 

A 二 — " o(L + 2 S ) = —只。 ( J + S )， (50. 4 y 

式中 W =| e ! A /2 mc 为坡尔磁子（参看第三卷 §113). 由于总角 

动量守恒,算符> 一般只具有能量的对角矩阵元，因而在辐射理论 

中仅写出就行了①. 


当忽略自旋-轨道相互作用时，角动量£和€分別都是守恒 
的.因而，自旋算符对表征非分裂项的所有量子数都是对角化 
的.为了使跃迁确能发生，必须改变量子数 /. 因此，我们有选择 
定则： 

n f = n ， 8，= S , L ’ 二 L 土 1, (50. 5> 

就是说，跃迁只可能发生在同一原子项的精细结构分量之间. 

在这种情形下，发射几率可以精确地进行计算.适当改变公 


①例外情形发生在原子的4子角动 U 不守恒的 情形中 ，即： 当 考虑趙 猗细结 
构时，当有外场时，等等 (参看 习越）. 
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式 (49.10) 中的符号，我们有 




这里所包含的自旋对其本征函数的约化矩阵元为 

〈寧 I 汉〉 ="占(汉+1) (2 S + 1) (50. 6) 

[参看第三卷 （29. 13)]. 我们所需要的 6) 符号等干 

/ 

(S J~1 L” 

(J S 1) 

S 

(t+ jS + j -[- 1 ) (Zj -f- s — j +1)(1 > s -{^ jy (^s — Z/+t/) 


< 参看箔三卷 §108 的表）.结果得到 

w(nLSJ - ^nLS f J — 1) 


2J+1 
2 «/ — 1 


w{nLS，J — 


1 >nLSJ) 


(50.7) 



3尨 cW + l )/ 


(Z/ + >S - \-J + 1) (,L+ S — J ~r 



x (</+ S — L) (J H~ L — S)• (50, 8) 


同一能级的起精细结构分量之间的跃迁（其频率在无线电波 
:范围内）一般不会是电偶极跃迁，因为这些分量都具有同样的宇 
称.五2和 Ml 跃迁毋须改变宇称.然而由于超精细结构间隔非常 
小，和 Ml 相比，丑2辐射的几率很小[比较式 （50. 1)], 因而上述跃 

.迁都是作为磁偶极跃迁实现的. 

. •. 

n 

习埋 

1. 求同一能级的超精细结构分量之间的跃迁的几率. 

.. .解.跃迂几率由公式 ( 4 P .18) 和 （49. 19) 给出.在这两个公忒中现在将 
v 出现磁矩的 对角上 约化矩阵元其值可以直接骂出来，因为总的 
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(非约化的)矩阵元正好决定了该能级在塞曼效应中的分裂 
(参看 第三卷§ 113) 且等于一叫为兰德因子）.约化矩 阵元为 [参 看第 
三卷 （29. 7)] 

< aJ | HaJ > = + (2 J +1) < njM \ n t \nJMy 

— — J \ ^ ~f~ 1) (2t/ +1) • 

结果，我们得到所求的 Jl 韦 

w ( nJIF ― > nJI , F - l ) =^±^ w ( nJI , F —1 ― > nJIF ) 




(J + /+p+1) (J + / — F+1)(/^+*/" — /} (^F — •/+/)• 


3Sc 3 (2F+l)F 

此式与式 (50.8) 的区别 仅仅是符号的改变，并多了一 个因子 ff 2 . 

2. 求同一原子能级的塞曼分量之问的跃迁几率 . 

解这是指小 J 值都不变时的苋一>见一1跃迁.跃迁频率为[参看 
下面的 （51. 3)]： %< o = M H { g 为兰德因子）.矢量#的球分量‘ i 的矩阵元. 


为 


\<nJ 





c.J \J -f-1) (2t/+1) 


A < nJ \ Ui \\ nJ )\ 


M 



(J~M^r\) (J + M) 


[参看第三卷 (2 A 12) 和上题 1 跃迁几率为 


w 


4 o » 

3 Sc ^ 


lO , M - l \ fi ^\ nJM }\ 


2 jA 吞 L 

W ^ c r 


(J + M) 


§51. 原子辐 射:塞 曼效应和斯塔克效应 

在外磁场丑（假定它很弱）中，每一个总角动量为/的原子能: 
■ 级分裂成 2 J +1 个能级 


① 氢原子的基态能级 ( lsi / 2 ) 的超精细结构分量之间 的跃迁是一个 有趣的例子. 
在达里，们跃迁和五2跃迁是严格 禁止的（后 者是由于禁止 / + = 1 的四极跃迁的选, 

择定则）.这个跃迁的姨率是 o = 2/ rX 1.42 X 10 •秒 波长 A =21 厘米）.设 y = 2 r 
/=1/2, ^ = 1 / 2p ’ = =0,我们得到 

W = ^^L = 2_85X1(T « 秒 - 1 • 


* 221 



E M = E ⑼ + hgMH ， • (51. 1> 

式中万〜为非微恍能级, w 为玻尔磁子为兰德因子，淑为角动 
量*/ 在磁场方向上的分量(参看第三卷§ 113). 因此，角动量方向 
上的简并被完全消除. 

因两个分裂能级之间的跃迁而产生的谱线也相应地发生分 
裂.谱线的分量数由量子数 I 的选择定则决定.按照这个定则, 
偶极辐射时应该有 

w = = 0，士 1. (51. 2) 


此外，如果*^=«/，则见=^=0的跃迁也是禁止的.这一点可以 


从第三卷中任意矢量的矩阵元的一般表达式 (29_ 7) 直接看出来. 


由 m = 0 和饥=士 1的跃迁所产生的分量分别叫做; r 分量和 


分量,它们的频率是 


toK 二 ^<°> + ^HlgM 一 g f (if ± 1) ]• 
在 g ^ g f 的特殊情形下，我们有 

ha } n ~% a ) i0) 9 hco a = hco <0) ^ n^gHy 


(51. 3) 



与 M 之值无关.所以在这种情形下，谱线分裂成三重线： a 分 a 在 
原来位置，而两个 a 分量对称地分布在它的两边（所谓正 常塞曼 

效应). 

在所有方向上辐射的总几率正比于模的平方 

所以，利用 j = l 的公式 (46-19) 可知，光谱线的每个塞 
曼分量的相对辐射几率等于 



在“正常”塞曼效应的特殊情形下，总共有三个分量，每 一个分 
:量 都是在 m 给定的条件卞由 M 的一切初值跃迁产生的.由于 
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(51. 6) 


[参 看第三卷式 （106. 12)], 所以，在这种情形下，三个分量的辐射 

♦ 

都是等1率的. 

然而，当在特定方向（相对干辐射源所在处的外磁场方向）上 
进卜?观察时，我们的最大兴趣在干塞曼分量的相对强度.按照公 
式 (45. 5)，在已知方向 n 上的辐射几率 （ 也是相应的谱线强度）与 
Sie *. d / f | 2 成正比.在这里，求和是对已知 n 的两个独立的极化 
^ 进行. 

沿着场 （ z 轴)观察时,这个和是 

\{d x ) fi \ 2 +\{d y ) fi \\ 

.或荇 写成球分量 


这意味着在纵的(沿着场)方向上只能观察到两个 o •分量 O 二士 IX 
们的强度正比于 



(51. 7) 


这两条谱线具有确定的 w 值（角动量在传播方向上的投影值) ，一 
为右旋 ( w == 1) 圆极化，一'为左旋—1)圆极化（参看§ 8). 

在垂直于场的方向（例如沿 z 轴)观察时，谱线强度正比于和 


l(«“l 2 +l(A ； U 2 =l(4)"l 2 +j{|(«"l 2 +l(U/d 2 }. 


因此，在横的方向上观察到两个 a 分景和一个分量，它们的强度 
分别正比于 



(5L 8) 


分量的强度是纵向观察时的 1/2). a 分量沿; 5 轴线极化，而在 
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这个方向上观察到的 a 分是沿2轴线极化的. 

我们看到，塞曼分量的相对强度完全取决于 J 和 M 的初值和 
终值，而与能级的其它性质无关. 

选择定则禁止同一能级的塞曼分量之间的电偶极跃迁，因为 


它们都具有相同的宇称.这些跃迁是作为磁偶跃迁实现的，其原 
因和上节末对能级超精细结构分量之间的跃迁所述相同.由于数. 
M 的选择定则，跃迁只发生在相邻的分量之间 ( w— I = 士 1) ①. 

原子能级在弱电场中的分裂 (斯塔克效应) 不同于在磁场中盼 
分裂，它不能完全消除角动量方向上的简并.除了 1=0以外的 
所有能级仍然是二重简 并的： 每一个能级都有角动量分量为 M 和 

I 

一 M 的两个状态. 

光谱线斯塔克分量的相对强度的计算与上面对塞曼效应所讲 


的完全类似②.这时必须注意， a 分量的强度中包含着 ( M 弇0时> 
3/->见和一见 — 跃迁的贡献， or 分量的强度中包含着 
±1和一3/4—(见士1)跃迁的贡献.因此，当对效应进行横向观察 
时，^分量的强度正比于 



而 O * 分量的强度正比于 



r 1 

w±l 


J ) 2 + ±( J, 

~M) 2 + l 





平 1 




(请记住,第二行的所有量子数改变符号时， 3 j 符号只可能变号，因 


① 这些跃迁的频率一般在厘米波段，可以在吸收和受激辐射（电子顺磁共振）中 
观察到；吸收原子处于恒定强磁场〈产生塞曼劈裂的磁场)和共振频率的弱射頰场中. 

② 这里所指的是一切原子(氢除外)所固有的二次斯塔克效应（参看第三卷§76)~ 
假定场很弱，它所引起的能级分裂甚至比梢细结构间隔还小. 
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而它们的平方不变). 

在外场中（哪怕是很弱的外场)，总兔动量 J 不再严格守恒;在 
黑]匀场中，只有角动量分量 M 是严格守恒的.所以，在弱场中发生 
辐射跃迁时，角动量守恒不是被严格遵守的，在原子光谱中可能出 
现通常的选择定则所禁止的一些谱线. 

这些谱线强度的计算，等价于计算偶极矩矩阵中的修正,这又 
要求确定对定态波函数的修正.在微扰论的第一级近似中（对弱外 
场而言)，波函数中出现了由非零微扰矩阵元(在电场中为 一 E _ d > 
与初态相联系的一些态的“混合”：在一 个态么 中混入了另一个态 
考2: 


-结果，在“禁戒”跃迁的矩阵元中出现了 一项 

—(E • d 2 i)d 3 ^ 

—. n 2 — 、 

如果由“中间态” 2跃迁到初态1和终态3是容许的，这一项便不 
等于零. 

§ 52. 原子 辐射: 氢原子 

氢原子是唯一能够完全用解析方法计算跃迁矩阵元的例子 
( W . Gordon , 1929). 

氢原子状态的宇称等于（一 l ) f , 可以由电子的轨道角动景唯 
一地决定(决定状态宇称的量子数/在精确的相对论性波函数中， 
即考虑自旋-轨道相互作用时，仍然有意义).所以，宇称选择定则 
严格禁止没有 Z 变化的电偶极跃迁，只有± 1的跃迁才是可 

:;能的.主量子数《的改变不受限制. 

, 

氢烕子的偶极矩等价于电子的 矢径： 由于氢原子中 



电子的波函数是角度部分和径向函数之积,所以，矢径的约化 
矩阵元也可以写成积的 形式： 

<»’ ， Z—IJrJnO =<Z —l||vjZ> 1 R n f %l ^ x rR nl r 2 dr f 

Jo 

式中 < Z _ l [ v 〖 Z > 是 r 方向上 A 单位矢量 z / 的约化矩阵元，它等于 

< Z - lBv | Z >=< Zl | v|Z — l >* = iV"r 
[参看第三卷 (29. 14)]. 所以， 

i —lJrfnZ) = —<»Z|r|»\ l — l) — iVT 及 ^“ -i 及 ”ir s dr ， 

o 

(52. 1) 

氢原子分立谱的非相对论性径向函数由第三卷的公式 
(36 13) 给 出①： 


13- ZL _ / ( w + I ) ! 

/£ ni _ « l +2 (2 Z + l )! V (^- Z ~ l )! 

X (2rye~ r/n F^n+ l + l t 2l + 2 9 (52. 2) 

含有两个合流超几何函数之积的积分 (52. 1), 可以利用第二卷§ f 
中所导出的公式计算②，结果是 

〈《’， Z —l||r||ftZ> 

= j-/T (― l) n '- 1 /(«+Z)l (n* + 1 — 1)T 

4(2/ — 1) IV (b — l — 1) ! (tj’ 一 1)1 

^ ( 4 nn f ) l + 1 ( n ~ n t ) n+nf ~ 21 ^ 2 

( n "+« / ) n+n/ 

x { F(~n + l + U 


① 本节采用原子单位 • 在通常的单位中，下面所写出的坐标矩阵元的表达式应: 
该乘以(如果是原子序数为 Z 的类氢离子,则应乘以 n ^ jmZe 1 ). 

② 在那里所用的符号中，需要计算积分 JJd-n + i + l , —«' + /), 这个积分 
的兑成用了公式(/， 12) — ( f 9 16). 


参 
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一一 w + Z — l f 一 Z f 2Z , 一 


4nn 


(n~n f ) 2 


7 jr ) j ， 


(52. 3) 

式中 F ( oc ，)?, V ， 幻为 超几何函数，由于参数 oc , 在此时为负整数或 
零,所以这些函数化为多 项式叭 

在某些特殊情形中，根据公式 (52. 3) 可以得到如下表达式 (2 
值用光谱符号心 A A ……表 示)： 


I < l 5 l 7* I « p >| 2 = 


I <2sj|rjB^> I 


I <2^\r\nd} | 
I <2yjr|ns> | 


2 


: S 


2 V(rt — l ) 2 ” 5 

~"( n + l )^ 5 ~~ ， 

2 17 « T 0 2 — l)(n — 2) 2 "- 8 
(n + 2)^ +6 

2 ,9 « 9 (> 2 — l)(n — 2) 2 "— 7 
3 ( n + 2) 2B+7 

2 15 « fi ( w -2) 2n ^ 


» 


» 


(52. 4) 


3(« + 2) 


2 n ^6 


公式 (52. 3) 不适用于主量子数 n 不变的跃迁(能级的精细结 
构分量之间的跃迁).为了在这种情形下 （《 = «') 进行积分，我们把 

i n 

径向函数表示成广义拉盖尔多项式 •. 


Rn 


2/(71 — I — 1)1 

n^y C ( n + OTI 3 


e 


r/n 




(52. 5) 


在积分 


o 




，卜 


_ 

ijR nI r 3 drco 

« 


po 


0 


e" p p 




(p)dp 


中，我们把其中的一个多顼式用母函数表达 （参看第三卷 § « 




(n+/) 


+ i 


( n 一 Z — 1) ! 


o p p 


- 21 - 




e" p p 


n + « 


* 


①氢的跃迁矩阵元和跃迁几率的数表可以在下列书中找到 ： BeTe r.,CojmHTep 
9,单电子和双电子原子的置子力学”—— M . Ha 6 -so HHocipjHr .， I 960. 或 H ， A . 
Bcthe and E- E* Salpeter, u Handbuch der Physik^Z 5 f 88 * 436 , Springer, Berlin 


1957. 
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( w— 〖一 1) 次分部积分后，我们得到如下积分 




P 


+ 


⑹ n “ lpL n (p)dp ， 


在这个积分中可以利用公式把拉盖尔多项式写成显函数 形式: 


m( P ) 




n—mf 71 

(― 

fc = o \7 n+fc 




p) 


灸！ 


求和号下进行微分后，只剩下三项初等积分.计算给出简单的结 
果： 

<ii 9 l~l\r\niy (52.6) 

积分 

*oo Too 

i/?„ir 3 dr= X n ^t^i(rX nl )dr 
， 0 . 0 

〈式中 / n z = r /? ni ) 是函数 r / n ; 按照正父函数系 1 (Y = 1，2, …》 
展开的系数.这些系数的模的平方和等于被展函数平方的积分 ®. 
所以 

2l <n f ,l-lirinl) l 2 = l T z X z nl dr. (52. 7) 

n * JO 

利用状态 W 中/的均方表达式[参看第三卷式 (36. 16)]，我们得到 
如下的求和法则: 


2i<y, ^~iiri«oi 2 =^[ 

m 9 ^ 


5 n*+l —3 Z(Z + 1)]. 


(52. 8) 


在《， 《已 知且 《 '值较大的条件下, W 的跃迁矩阵充按如 
下规律衰减： 

I WVWrWniyi 2 ^^-, (52.9) 

/V 

这可从特殊表 ii 式 (52. 4)，也可从一般公式 (52. 3) 看出来，这个结 
■■■ ■ . . 

①求和既可以对分立请的状态进行，也可以对连续谱的状态进行. 
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果是理所当然 的：当 较大时，库仑能级， =— 1/2«'的分布几乎 

- • 

是连续的，跃迁到间隔内的能级上的跃迁几率跟这些能级 

的分布密度成正比，而能级的分布密度又正比于《' _3 . 

氢中的斯塔克效应有其独特性（第三卷§ 77 ):能级分裂与电 

场的一次幂成正比.这时认为，一方面场很弱（弱到可以应用微扰 

论），另一方面又能使能级的分裂比精细结构大.在这些条件下，角 

动量的大小一般是不守恒的.能级将按照抛物线量子数〜,饥 

来分类.磁量子数 w 仍然用来决定轨道角动量在2轴(场方向）上 

的分量，当忽略自旋-轨道相互作用时,这个分量是守恒的.因此, 

对磁量子数 m 仍有通常的选择定则 

m * — m ~ 0 , 士 1, (52. 10) 

W 1 和 W 2 的变化是不受限制的. 

偶极矩的矩阵元在共焦拋物面坐标中也可以用解析法计算, 
但所得到的公式太繁,这里我们就不再进行推导了 


习 題 

1. 求氢能级的斯塔克分裂,假设分裂比精细结构间隔小(但又比兰姆移 
动大). 

解在所给条件下，只 剩下/ = )4； 1/2非微扰能级的二重筒并.所以, 
斯塔克分裂在场中又是线性的.分裂的大小 △ 可以根据久期方程决定： 


-A ~E(d z ) 12 
— E {d z ) 21 — A 


A = 士丑 I (d s ) 12 | 


(指标1,2对应着土 1/2和给定磁量子数 m 的状态，微扰7 = _忍4对于 
m 是对角化的，对于 Z 则没有对角元素）.轨道量之的矩阵元可以利用第三 
卷的公式 (29.7) 和 （109. 3) 计算： 




①这些公式和相应的数表，请参看前面所指出的 r.Bere 和 9.CoJmHiep 的书 • 
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并且必须假设 Z = j +1/ 2 . 量 <z — i | W > 根据公式 ( 52 . 6 ) 取值. 结果为 

△ =士 >|v » 2 -0'+ i /2) v 丑. 

2. 试决定氢原子在跃迁 2 s 1/2 — > ls 1/2 中发射光子的几率 （ G . Breit , 
E . Teller , 1940). 

解对奶跃迁，这个过程是宇称选择定则严格禁止的；对忍2跃迁，这个 
过程是选择定则 （46. 15) 严格禁止的.因此，应该考虑尨1跃迁，其跃迁几率由 
式( 4 7.5)所示.但是，在现情形下以 =0), 磁矩是纯粹的自旋量，当忽略自 
旋-轨道相互作用时，其矩阵元为零，因为不同主量子数的轨道波函数互相正 
交.这意味着为了得到非零的答案，泡利方程的近似法已显不够，还必须由 
完全的狄拉克方程出发讨论. 

在波函数的标准表象中，跃迁流为® 


jfi — — <pf<r 

根据式 （35. 1), (24.2), (24.8), 状态 l=0,j=}/2 的波函数为 

矽丄「 /(r)w(m) 、 

^ X ) 4 jr i 夕 ( r ) ( o * •«) 切 ( m ) / 

式中 n = r / r , 而为三维实单位旋量，与自旋分量值 m 相对应.所以 

(o* • n) 叫一 g f fiW f (cr-n)<r^ t }. 


将此式代入 （ 4 7. 4 ) 并对方向 n 积分，我们得到 




—w f (<r X<r) wj — ~—Wf<TWiI 
bt 3 


< 根据泡利矩阵的对易 规则 ： crXcr = 2^ r ), •在这里 

m 

\ ifs9i + fi9f) r z dr. 

Jo 

光子的发射几率（4 7 . 5) 对 m , 求和后得 


Ac z co z 

27 


根据式 （ 35. 4) 我们有 （当 


2 Wil 2 

1时） 


4 c 2 a > 3 

i 一 


1 \ 


9 


r 


r 


e+m-^a jr 2m 


— ( 




u ) 

< 2 ) 


①本題中我们采用相对论单位. 
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/ y -项屮，精确函数/由非相对论性径向函数 i? 代替，如果取近似？ 
由 F 函数 心和况 正交，积分 


2 m . 

甲 

在后面的近似中，考虑到(3)， 


(^) V 3 dr 


士卜 ， dr = 0 


卜士 f : (fffi) ， r s dr + 士 心 / 及 ( £i - e/ ) _ I pdr 

由精确函数也•和 A 的正交性，我们有（设 H ^ Ks ) 

((fiff + 9i9f)r 2 dr = 0 % 

. 0 

进行分部积分后， （4) 中的第一项可以改写成 


3 


2 m 


f ffff 2 dr 

t ^ 


2 m 


g f gir 2 dr 


8 m 3 J 


"n f f R\ 沪 dr 


因为函数 


3 


^ / = 2( ma ) s e~ ma %/? i = - (i — 


Til 


(参盾第三卷 §36), 能量差 


e 




ma 


2 


2 1 


) 


3 


8 


ma 2 f 


积分计算给出 7 = 2^/9 m . 由此得出跃迁几率（通常的单位) 

2 5 a 5 fi z co z 7nc 2 a [i 


3 6 w 2 c 4 


2 4 .3 3 S 




5』.1(T 6 秒' 


(3) 


(4) 


‘& 1/2 态的寿命很长.事实上，同时发射两个光子的发光儿率要大得多[参看 
§59的 （269 页）注②] . 


? 53. 双原子分子的辐 射:电 子光谱 

分子光谱的特征，首先是由于分子能量由大到小分为电子能 
量、振动能量和转动能量三部分.双原子分子的能级结构在第三 
卷第十一章中已经详细研究过了，现在我们来阐述这种能级结构 
产生的光谱图，并计算谱线 强度叭 

.①下面的阐述基于第三卷 §7S, §82— §88各节.为简洁起见，我们将不再頬 
黧地引证这些章节. 
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我们首先讨论一般情况:分子的电子态在跃迁时改变，一般 
來，同时还伴有振动态和转动态的改变.这种跃迁的频率处在光 
谱的可见区和紫外区.它们的总体叫做分子的电子 光谱. 我们将 
总是考虑电偶极跃迁.其它类型的跃迁在分子光谱学中一般是不 
重要的 .. 

和任何系统中的偶极跃迁一样，分子的总角动量 J 也遵守如 
下的选择 定则： 

+ (53. 1) 

在现在的倩形下，系统宇称的严格的选择定则相当于能级符 

号 的选择定则.用分子光谱学中常用的术语来说，在反演时(即电 

子或原子核的坐标改变符号时）波函数不改变符号的状态叫正状 

态，改变符号的叫负状态.因此，我们有严格的 定则： 

. +->—，一-> + . (53-2) 

如果分子由相同原子(其核为同一同位素)组成，按交换原子 
核坐标时波函数的对称性质，能级可分为对称能级 0) 和反对称能 

级 (《). 前者的波函数对这种变换不改变符号，后者的波函数改变 

♦ 

符号.由干电偶极矩算符不受这种变换的影响，所以只对不改变 
这种对称性的跃迁 

(53.3) 

它的矩阵元才不为零①.但是，由干能级的对称性取决于分子中 
核的总自旋/的取值，这个法则并不是绝对严格的.由于原子核_ 
的自旋与电子的相互作用十分微弱，自旋 J 的守恒性很好,但仍然 
不是严格的.当考虑这种相互作用时，/将不具有确定值,对称性 
( s 或 《) 不再保持，选择定则 (53. 3) 也就不再适用， 

由相同原子组成的分子的电子项也可以用它们的宇称 （1? 或; 


①显然，这个法则也适用干任一冬极跃迁. 
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«) 描述，即用梭坐标保持不变而电子坐标（由分子中心算起)改变 
符号时波函数的行为描述.电子项的这种性质一方面与原子核的 
对称性密切相关，另一方面又与属于这个电子项的转动能级的符 
号存在 紧密的联系.属于偶 G ) 电子项的能级可以是 S + 或 S —，而 
属于奇 (《) 电子项的能级可以是 S — 歲 « + . 因而由定则 （53. 2 )或 
乂53. 3) 还可以得到定则 

u — Q , (53* 4) 

对于由同种元素的不同同位素组成的分子，定则 （53. 4) 仍然 
近似成立.由于核电荷相等，当研究不动核的电子项时,这是一个 
处在具有对称中心（位干原子核连线中点上）的电场中的电子系 
:统.电子波函数在对称中心反演时的对称性决定电子项的宇称. 
由于电偶极矩矢量在这种变换下改变符号，所以我们得到定则 
'<53. 4). 用这种方法所得到的定则仅仅是近似的，因为必须把原 
f 核看成是不动的.因此，当考虑电子态和分子转动之间的相互 
作用时，定则将不再适用. 

进一步的选择定则有赖于对分子中各种相互作用的相对大小 
(即分子的耦合类型)做某种具体的假设，因而这些定则只能是近 
似的.双原子分子的大多数电子项属于《型耦合或6型耦合.这 
两种耦合类型的特 点是: 轨道角动量与轴的耦合(分子中两个原子 
鉑电相互作用)比所有其它相互作用大，所以存在着量子数/和汶 
(电子的轨道角动量在分子轴线上的分量和电子的总自旋).轨道 

摄 （电子的轨道角 动量) 算符与 自旋箅符对易 ，因而 

& — S 二 0( 情形 a ,&). (53.5) 

畳子数 d 的改变服从选择定则 

A ，一 A = 0, ±1( 情形 a ， b 、， (53.6) 

对于 j = 0 的状态 (2 项）之间的跃迁,还有附加定则 

2+— 情形 a ,6) (53.7) 
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(对于过分子轴线的平面内的反射，态2 + 和2-的变换性质不同）, 
定則 （53. 6)、 （53. 7) 是在固定于核上的坐标系中研究分子时得到” 
的（参看第三卷 §87); 定则 (53. 6) 类似于原子中磁量子数的选择定 


则. 

«型耦合和6型耦合的区别在于“自旋-轴”相互作用能和转 
动能(转动能级之差)之间的关系.前者在情形 a 中比 较大， 而在 
情形&中则小得多.下面我们来分别研究这两种情形. 

情形 a . 这时存在量子数工——总自旋沿分子轴的分量（以 
及量子数 = ——总角动量的分量).如果初态和终态二者 

都属于情形就有定则 

m (情形 fl ), (53.8) 

它是根据偶极矩与自旋的对易性得出的，这种对易性已在前面讲 
过.由式 (53. 6) 和 (53. 8) 得 出①： 

— 0=0, 士 1. (53. 9) 

如果 = 那么除了一般定则 (53.1) 外，的跃迁也是 


禁止的 A 


J ， 一 ^=土1、 当时(情形 《)• 


(53. 10) 


我们来研究属干不同电子项 （ 《型)的任意两个确定的振动能 
级之间的跃迁.当考虑电子项的精细结构时，这两个能级都分裂 


成几个分量.根据 (53. 5), 两者的分裂数 （2 S +1) 必定相同.按 
照定则 (53. 8), —个能级的每一个分量只跟5值相同的另一能级 
的一个分量结合. 


① 在情形 C (中轨道角动量与轴的栴合比“自旋-轨道”耦合要小)，量子数 d 和5 
不能单独存在， 这时 这个定則仍然 成立. 

② 这个定则类似于原子情形下当见 = 时禁止 J = 的跃迁（§51)，不 

过那里只有存在外场时才有意义.而这里此定则直接来源于后式 （53.12). 因步 

为奇数，当 = / 时,3^ /符号 ^ j 为零 * 
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其次，我们取具有枏同2的一对能级.它们的 D 和 W 值(与 A 
和， 一样）相差0或士 1. 当考虑转动时，其中的每一个都分裂成 
一系列能级，每个能级有不同的 J 值和 J ' 值. J 和的取值范围 

是 J >\ w ， 跃迁儿率对这些量子数的依赖关系可以 
按照一般的形式导出 （ H . Honl , F . London , 1925). 

跃迁 nAQJMj —代表除 D 和 d 以外的电 
子项特征)的矩阵元等于 

I (n f A f Q f J r Mj\d q \nAQJMj) | ^V(2J^l)(2J y + 


X 







(53. 11) 

式中 和2 9 ,分别为偶极矩矢量在静坐标系和动坐标系玄 M 
(5 轴沿分子轴线）中的球分量.这今公式是利用第三卷 （110.6) 
得到的.矩阵元与转动量子数无关，而仅仅 
侬赖于电子项的特征（并且在此情况下也不依赖于量子数2①)， 
所以在矩阵元的写法上略去 了指标 + r 和 D = J + 兄 
nAQJ — >n f A , Q f J f 的跃迁几率正比于矩阵元 （53. 11) 对3/; 
求和以后的平方.利用第三卷的公式 (106. 12)，我们有 



顧 

C L—d 二卜 W 』， （讥 12 ) 


①这一点的证明类似于第三卷§ 29开头对标蹵 f 所傲 的证明.在现在的情形 
下，矢 Jlrf 的算符与（在零级近似中）守恒的矢量 s 的算符对易，而2是 s 在转动坐 
.标系中 （轴上 的分量，在这个转动坐标系中，必须研究和5的对易条件. 
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式中的系数 S 不依 赖干乃 (当然，我们忽略了具有不同人 ，的 
跃迁频率的差别，这些差别相对说来是非常小的)①. 

如果将公式 (53. 12) 对求和，则由于3/符号的正交性[:笫 
三卷式 （106. 13)]，我们只得到所以，由态 D 的转 
动能级 Jg 夭迁到态的所有能级 J ' 的总几率与 J 无关. 

情形 在这种情形下，除了总角动 量*/ 以外，还存在着一个 : S 
子数瓦——不考虑自旋时分子的角动量.这个量子数的选择定则 

与任何轨道矢量(例如电偶极矩）的一般选择定则一样： 

<1<瓦 + 允' （情形6 ) (53. 13) 

并且当 d = / = C 时还禁止 K = K ， 的跃迁[:类似 ( S 3. 10)]: 

/ C ' — 士 1 当 = = 0 时*. (53. 14) 

对属干6型的两个电子态的确定的振动能级，我们来考虑'芑 
们的转动分量之间的跃迁.这种跃迁的几率由公式 （53. 12) 决定， 
只是其中的/、•》由代替.当考虑精细结沟时(对千况式0)，每一 
个转动能级瓦分裂成2汉+1个 分量: •/= \ K - S\ y 仄+ &结果， 

J -— J ' 不再是一条谱线，而是多重谱线.由于在这种情形下我 fa 
将 K 和 S 这两个自由的（未与分子轴线耦合的）角动量相加,多重线 
中不同谱线的相对跃迁几率公式与原子光谱中精细结构分量的对 
应公式 (49.15) 相同，在那里，相应的角动量（在耦合中）是乙 
和 S . 

这样，我们对双原子分子中可能出现的各种基本情形考察了 
选择定则，这些定则支配着在各种情形中会出现怎样的光谱线. 
两个给定的电子-振动能级转动分 fi 之间的跃迁产生的谱线 


①当考虑 d 加倍时，所研究的毎一个转动能级《/还要分裂成两个能级，其中一 - 
个是正的，另一个是负的.这样，利用选择定則 （53.2), 我们将有两个跃迁（而不再是: 
J 一个跃迁)：由能级 ( /的正分量跃迁到能级，的负分董，以及由能级</的负分 J 

尨跃迁到能级，的正分最.这两个跃迁 的几率 枏等. 
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群，在光谱学中叫光谱带.由于转动能级的间隔很小，带中的谱线 

分布很密.这些谱线的频率由下式 给出： 

^>"/ = const + 丑 J(J+1) — SVCT + 1), (53. 15) 

式中 B ， B ， 为两个电子态中的转动常数(为简单起见，我们假设电 
子项是单谱线的）.当*/土 1时，公式 (53.15) 由三条拋物线 
分支表示(图 2). 曲线上与整数 •/ 对应的点决定频率值(图2中三 
条曲线的分布对应着的情形.当时,曲线的开放端 
指向《值小的方向，而且最上面的曲线是 J -1) ①，由图可见， 
弯曲分支的存在使得指向一定极限位置(谱带头）的方向上谱线愈 
来愈密. 



谈到谱线强度，还应该提及同核双原子分子的电子光谱中奇 
特的强度交变效应 （ W . Heisenberg , F . Hund , 1927) .由核自旋 

掘有的对称性条件可知，在电子的 I 项中， K 值为偶数和奇数的转 
动分量相对于核的对称性相反，因而核的统计权重 t 和 L 不同 
、(参 看第三_§ 86). 按照 定则， （53. 14), 两个不同的2项之间的 
跃迁， 只有， 土 1是允许的，并且由于（ 53 . 4 )—个了项 
应该是偶的，而另一个是奇的.结果，对给定的， 一7 值，在两 

个对称能级和两个反对称能级之间交替地发生 J 相继取值的沃迁 

■ — ■ < ■ '■ . . ■' —■ 1 

①与跃迁， + H •/ —1所对应的一族曲线分别叫 和丑 分支. 
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图3 

当两个不同的电子项之间发生跃迁时， 振动營 子数的改变没 
布任何严格的选择定则.但有一个定则（弗兰克-康登原理)可以. 
用来预言振动态最可能的改变.它的根据是：因为原子核的质散 
比较大，其运动是准经典的（比较第三卷§ 90中对预离解所做的. 
讨论)②. 、 

对电子项 "0) 和 F ( r ) 的振动态忍和，之间的跃迁，点 r 二 tv 

的邻域在决定跃迁矩阵元的积分中最为重要.在这个领域中， 

Uixo) — VD=E — E’ (53. 16) 

(即原子梭在两个状态中相对运动的动量 相等: ？= 〆 ）•对于给定 
的一个五值，差 E — U 和 E f ~~ U f 越小,跃迁几率（作为终态能量忍" 

的函数）就越大，在 

E-U(u) — {rO =0 (53. 17> 

_■ I I i_ i n I ■ ■■ 

①这里假定总核自旋值不同的所有状态是均匀占据的. 

③严格来说,还擗要振动置子数足够大. 
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<图 3 给出了 2纟态和了纟态的例子).另一方而，所观察到的谱线 
强度正比于该初态中的分子数，因而正比于它的统计权重.这样, 
相继谱线 G /=0，1, 2, …) 的强度将交替地大一些和小一些，交替 
地正比于仏和 A [由公式 （53, 12) 所给的单调变化除外]®. 






/ 





5 ^ 









财，即当“转变点 Vo [方程 ( 5 3. 16) 

tfy 根]与核的经典转折点重合时， 

跃迁几率最大（图4中画 出了五 
和最可能的，之间的关系）.更 
直观地说，在梭的转折点附近，跃 
迁是最可几的，核在那里的时间 
相对来说比较长. 

， 

§ 54. 双原子分子的 辐射： 振动光谱和转动光谱 

对于分子的电子态不改变的跃迁，上一节所给出的选择定则 
和跃迁几率公式仍然成立①.这里我们仅仅讨论这些跃迁的若干 
特点. 

首先，在由同类原子组成的分子中，选择定则（ 53 , 4) 禁止电芊 
态不变的偶极跃迁，因为在这种跃迁中，电子项的宇称保持不变. 
由§ 53 中的讨论可知，只有当考虑核自旋与电子的相互作用时，或 
者分子是由同一元素的不同同位素组成时，由于转动对电子态的 
影响,这样的跃迁才是允许的. 

偶极矩矩阵元的计算可以化成随分子一起转动的坐标系中的 
计算(按照第三卷§ 87 的公式).在这个坐标系中，分子的波函数 
为两部分之积 :一部 分是核间距离 r 给定时电子的波函数，另一部 
分是在电子和核的有效场 Z / k ) 中核的振动波函数.当完全忽略 
原子核运动对电子态的影响时，所研究的跃迁中，初态和终态的电 
子波函数是相同的.因而，对电子坐标的积分在矩阵元中只给出分 
子的乎均偶极矩 3( 显然，沿着它的轴线指向)，它是距离 r 的函數. 

①振动态（以及转动态）改变的跃迁构成所谓分子的振动光镨，它处于近红外区 
(波长 而仅有转动态改在的跃迁形成转动光谦，它处于远红 jr 卜区 (波长 >20 
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由于振动很小，函数 30) 可以展开成振动坐标一 O 的幂级数。 
当跃迁包括振动态的变化时，由于同一个场 "( g ) 中的振动波函数 
正交，矩阵元中不会出现级数的零次项，因而只剩下与？成正比的 
项.如果把振动看成谐振动，那‘按照线性振子的已知性质 (第三 
卷 §23), 只有相邻振动态之间的跃迁矩阵元才不为零.所以，对 

于振动量子数 V ,将有选择定则 

V — 2；=士1. (54. 1) 


但是，当考虑振动的非谐振性和函数 2( g ) 的次项时，这个定则 
将不再成立. 

对于纯粹的转动跃迁(振动态也不发生改变），可以认为，偶极 
矩沿动坐标轴 S 的分量的矩阵元，就等于分子的平均偶极矩 
3 = 3(0)®. 结果，对/— >7—1 跃迁的几率，我们得到公式 


w(nJ—n ， 1 )— 


4w 3 


c / 2 — 


(54. 2) 


这个公式不仅可以用来计算相对几率[如 (53. 12)], 而且可以用来 
计算绝对几率.[公式 (54. 2) 是对情形《写 出的； 在情形6中, 
必须由代替] 

纯转动跃迁的频率由转动能量的差给出，即 


ficoj t j - 1 ~ • (54. 3) 

相邻两条谱线的间隔均为 


§55. 核辖射 

对于核的 v 辐射，通常要求系统的线度(梭的半径 ZO 比光子 
波长小.但是核的能级间的距离(因而也是 v 量子的能量)通常要 
比核中每个核子的能量小.所以，量丑 M 与核子在核中的速度 w/c 

没有直接联系，一般说来，它显著地小于 tVi 因此,11辐射的几 

_ ♦ 

①在同原子分子中 ，3=0. 稂据对称性，这是显而易见的. 
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率 通常比 U 十 1辐射的几率大（比较§50开头). 

对于核辐射，总角动量（“自旋”）和宇称所遵从的一般选择定 
别， 和任何系铳的辐射是一样的.核辐射的特点在于高多极跃迁的 

普遍性.原子辐射一般是电偶极型；和原子辐射不同，在梭辐射 

_ 

中，由于选择定则的存在，低 能麗的 电偶极跃迁比较少. 

如果 S 核的辐射跃迁看成单粒子跃迁——核中一个核子的状 
志改变时，其佘部分的状态不变，则对这个梭子的角动量有附 iii 的 
3择定则.不过，这样的“单粒子”选择定则事实上并不是严格的 . 

关于同位旋的选择定則是核所特有的.同位旋分量。由原 
+ S 和核电荷数决定： 


r 3 =y(z— 音 . 

■ 

当几值给定后，同位旋的绝对量可以取的任何值.在辐 
射跃迁中将出现关于量子数7的选择定则，这是因为，核的电矩和 
磁矩算符当用核子的同位旋算符表示时，是一个标量与一个矢量 
在同位旋空间中的 h 分量之和（参看第三卷§ 116)，因而它们的矩 
阵元只在 

: T —r = 士 1 (55. 1) 

肘才不为零.但是这个定则本身并没有对轻梭中的跃迁施加任何 
特别的限制（只有对于轻核才能以合理的精确度讲同位旋守 
恒)；问题在于这些核的低能级中实际上就没有 T >1 的龍级. 

但是，对于 $1- 跃迁，还有进一步的选择定则.这是因为电偶 
极矩中没有同位旋标量部分,它的算符仅仅是同位旋矢量的6分 
ft (参看第三卷§ 116). 所以，如果％ = 则 = 0 的跃迁也是 
禁止的.换句话说，在巾子数和质子数相等的核中 (V = Z，/i = 2 Z ), 
只有当 

7’ 一 r 二 ±l(r 3 = 0) (55. 2) 
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时， …跃迁 才是可能的.当然，遵守这个定则的准确度取决于梭 
同位旋守恒的精确度. 

核中 E 1- 跃迁的几率大小，还要受到一个特定核子运动时核 
的其余部分反冲效应的影响.从对偶极矩的贡献来看，这种反冲 
效应使质子的有效电.荷为 e(l — Z /4) 而不是 e ， 中子的有效电荷为 
一 eZ /4 而不是 0( 参看第三卷§ 118) .质子有效电荷的减小将使 
五 1- 跃迁的几率有所下降. 

非球形核的能级具有转动结构，因而这种核的 V 辐射谱显示 
出一种特有的转动结构. 

核子在“固定的”非球形(轴向)核中运动时场的对称性，与电 
子在“固定的”同核双原子分子中运动肘场的对称性一样（点群 
cu ). 因而，非球形核能级的对称性（以及与之相关的矩阵元的 
选择定则)和双原子分子能级的对称性相似（参看 第三卷 § 1 19) .特 
别是，和同核双原子分子一样，同一转动谱带内的电偶极跃迁(即核 
的内禀状态不改变的跃迁)是禁止的（比较§ 54). 所以，这样的跃 
迁是作为芯 2 -或 JJfl - 跃迁出现的.在第一种情形.下，原子核的总 
角动量•/可以改变 2 或1 ,而在第二种情形下改变1 . 

按照式（ 4 6. 9), 四极跃迁几率对终态核总角动量的分量值況 
求和为 

〈，颜 ' 1 阶 -m I 

iJ 为梭的总角动量， D 为总角动量在核轴线上的分量， m=M — 
^)_利用第三卷 （110. 8), 这个和可以表示成已知量的平方，这 
个已知量为对核的内禀态对角化的跃迁四极矩 @ 2 A ，仏 A 是对固定 
在梭上的坐标轴定义的.在这里，所以,在所考 
虑的情形下 0^ = 0) 只出现分量仏。.按照定义，量 

eQo^e^p u (2C 2 -i 2 -if)didr } dC^-2e(Q 20 ) ii 
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叫做梭的四极矩.所以 




CO 


5 


60/ jC 


^0 (2 J ’+ 1) 




显然，我们有 


(55, 3) 


tvg2J — ^jQ ， t/ — 1) 




CO 


5 


20fic 5 



Q 2 (J 2 —D 2 ) 

(J — 1)*/ (J + 1) (2J 十 1) 


w E z{QJ-^D y J — 2) = Ql 


(J 2 -Q 2 K(J-i) 2 ~Q 2 3 

(J — 1) J ( 2 J — 1) (2 J + 1)— 


不过，对这些公式需要作如下说明.这些公式中的矩阵元是 
用形如 

分 •/ ⑽= const • ； r(n) 

的波函数计算出来的（〜为核的内禀态的波函数）.这些函数与 
角动量在 S 轴上的分量的确定值(大小和方向都确定）相对应.但 
是，在核中，只有状态的宇称和角动量的分量值是确定的（后者通 
嘴取为 D ). 所以当时，初态和终态的波函数应该是如下形 
式的组合： 


(妒 ^ 士垆 J ， - 』，況 ） ， ^/~2 ( ^ J， •士伞 J * ， - Q ， M * ^ * 

第一项的乘积和第二项的乘积与前面对四极矩矩阵元所得值相 
词； 如果 2 Q ^2 f “交叉”积将给出非零的积分①.因而，当0= 1/2 
或1时,公式 (5 S . 3) 并不是精确成立的.在这种情形下,跃迁几率 
中将出现不能用四极矩平均值表示的附加项②. 

由类似于公式 (55. 3) 的推导，我们得到 Ml 跃迁几率为 


① 对于极矩的矩阵元，被积函数中将包含乘积 

当 9 '=—20时，角度积分将不为零，而且 V 只能取 一 Z 到 + Z 的值.所以必定存 
2 D ‘ l . 

② 事实上，只在0 = 1/2时，核的转动和内禀态之间的耦合特别大，这一项才给 
出较为重要的修正（参看第三卷§ ] 1 9). 


_ 
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1 J — 1 )= 


4« 3 

UP 


• — 1) 


J — 1 


J 


Q 0 D 


46? 3 2 J 2 -D 2 

twtjt 


(55. 4) 


式中为核磁矩(当 1/2 时，这个公式不适用) • 


S 56. 光电 效应: 非相对论情形 

在§ 49— § 52中我们研究了分立谱原子能级间的辐射跃迁 
(发射或吸收光子).光电效应与这种光子吸收过程的区别仅仅在 
于终态属于连续谱. 

光电效应的截面可以用解析方法对氢原子和类 氢离子 （核电 
荷数 Z 《137) 作精确的计算. 

设初态中的电子在分立能级 /(/ 为原子的电离势）上尸 
光子具有确定的动量 fc ; 在终态，电子具有动量 P (和能量 
由于 p 取一系列连续值,所以光电效应的截面公式为 

d<7 — 2jt | V fi 1 2 6( — / + 6> — ^) (56. 1)^ 

[比较式 (44. 3 )].这里 电子终 态波函数归一化为在单位体积中有 
一个粒子.光子波函数仍然按和以前一样的方式归一化.为了得到 
截面 dcr , 几率 du ? 应该除以光子的通量密度(等于 c / F = c ), 但基 

当用相对论单位时,将不影响公式( 56 . 1) 的形式 • 

% 

和式(45_ 2) 中一样，我们取光子的三维横向 规范. 这时 

V fi~ —eA* j /； — —eV4 n fi9 

式中 

M fi ^= ip r *(a-e)G ik9r ipd 3 x ( 56 . 2 > 

(垆三 V ， i 和 = i > f 是电子的初态和终态波函数）.在式 (56.1) 中令 
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^p>p 2 d \p\do=e\p\ dedo f 并作积分消去 f 的 ^ 函数，这个公 
式可以改写成 * 

da = e 2 4 r ^ l ^/ il 2 do - (56. 3) 

2jtco 


我们将对以下两种情形进行计算，这两种情形的区別在于光 
子的能量大小不同，即«»/和由于/〜所以， 
这两个区域部分重叠（当时)，因而，研究了这两种情形, 
实质上就给出了光电效应的完全描述. 

首先我们来研究 

(56. 4} 

的情形.这时无论在初态还是在终态，电子速度都很小，因而对于 
电子来说,完全属于非相对论性问题.所以，我们可以用速度的非 
相对论算符；=_汴/饥代替式(56.2)中的《(比较 M 5). 此外， 
可以取偶极近似，〜1,即与电子动量相比时忽略光子动 
量.这时， 

dor = e ^HliPL Je-XJ/il 2 do, v fi = — 

djrcj 

我们将从氢原子（或类氢离子）的基态能级研究光电效应.这 
时 


(56. 5) 



(56. 6) 


(在通常的单位中， me 2 ^ l / a 09 这里为玻尔半径) • 
波函数，应该这样取,它的渐近形式必须包含一个平面波 
e ip ' r 和一个入射的球面波（参看第三卷§ 136,在那里,这个函数表 
示为 d 由于《的选择定则，来自 s 态的跃迁只可能以？态 
为终态(偶极情形).所以，在展开式① 


① 在这一节的余下部分， p 代表 IpI . 
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巧 + — (邱.7> 

二 P t 

中 (n = p/h ni = r / v ) 只保留的项就 够了. 略去无关紧要 
的相因子，我们有 


由式(56_ 6) 和 <56, 8) 给出的函数於和 〆 ，我们有 


(56. 8) 


5/2 


^ V fi 


3( Ze ^ i ) 
2\/ jt mp 


) (n l -e)e^ Ze 2 mT R P i(r)doi*r i dr 


二 ( n . e ) fVe - Zc 2 m Kr)dr. 

pm J 0 

按照 第三卷 （ 3 6. is ) 和 ( 36 . 24 ), 径向函数（在这里所采用的单位: 
中）为 

iK2 + iv,4, 2i ? r), 


式中 



(56* 9> 


我 f 门所需要的积分可以利用下式 计算： 

f c" ； tZ z v ^ l F(a; y^kz)dz^F(y)A Ci ~ Y (A — k) ~ m 

Jo 

[参看第三卷 (/,3)1 再注意到 


我们得到 



汨 /i 


2 7 / 2 ； rv 3 (n.e) j _ 

\/ "p xn (1 十 v 2 ) 3/ 2 x/1 — 


2 ^arcctgw 


2 


氢原子（或类氢离子）基态能级的电离能为 l = Z 2 e 4 w /2. 因 


此 
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0) 


1> 


——1/ 


p 


2 m 


2 m 


-(1 + v 2 ) 


(56. 10> 


应用这个关系式，我们得到在立体角元 do 内发射一个电子的光电 
效应截面的最后表达式 

/ r \2 p ^4 varcctg ^ 

dcr ^2^ aa \^ e :w ( n . g ) 2 d 0 , (56.11) 

式中(今后都用通常单位 ) t 我们看到，光电子 
的角分布由因子 ( n _ e ) 2 决定.这个因子在与入射光子的极化方向 
相平行的方向最大，而在和〃垂直的方向上(包括入射方向）为零. 
对于非极化光子，公式 (56.11) 应该对方向 e 求平均，这等价于 

代换 


(n • 好 ） 2 —— (n 0 xn) 


2 


式中 n 。 二 fc / A [参看式 （45. 46)]. 

公式 (56. 11) 对所有角度积分，便得光电效应的总截面 


2 9 jt z 

cr = ―- --aa 

o 



e - 4varcct g v 

1—e 二 2 " v 


(56.12) 


(M, Stobbe, 193G) . 

当尨 ca ->/( 即 v -> co ) 时， a 的极限值为 

—2 9 ^r 2 2 — 2 6 jt 2 aal __ n oq a o 13> 

— H 2 — _c •系 （56, lei 少 


(分母中的 e 是 2. 71 …!） . 如一个形成带电粒子的反应中应有的 
那样(参看第三卷§ 147)，光电效应在其阈值附近趋于一个恒定的 

极限. 

“》1 (且依然有 b 《 wc 2 ) 的情形对应于玻恩近似 ( V - 
Ze ”％ v 《 V ) • 公式 （56. 12) 变为 

a -(56. 14> 
( I ^ e A m /2 K l 为氢原子的电离能). 
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与光电效应相反的过程是电子与静止离子的辐射复合.这个 
过程的截面可以利用细致平衡原理（第三卷 §144) 由光电效 

.j •• 

应截面 O 触)求出.按照细致平衡原理，过程 i — /和过程 

4 • 

(狂 i 和/状态都有两个粒子)的截面以关系式 

ffiPh “尸 gfp}<Tf 今 i 

相联系.式中的 h 和 仏为粒 子相对运动的动量，17<和“为€和 
f 状态的自旋统计权重.考虑到光子的 9^2 (有两个极化方向)， 
而自由电子和离子的统计权重等于氢原子基态的统计权重，对于 
这个状态，我们得到 

〜 =cr 光亭 (56.15) 

{ p = m<v 为入射电子的动量, fc 为所发射的光子的动 量). 


习 S 

1. 试直接利用非相对论情形中的玻恩近似导出公式 （56. 14). 

解在玻恩近似中，公式 <56. 5) 中的^就是平面波%而垆仍 
为函数 (56. 6). 这时 



傅里叶分量由公式 （57. 6 的给出 ，因而 

^fi = 8s/ p~ s m V2 (Ze 2 ) 5/2 n. 

代入式 ( 56 . 5 ) 并对 do 积分，便得到( 56 .1 4 )(这时，非常准确地 

成立\ 

2. 试决定一快速但仍为非相对论性的电子 （/《mM«mc 2 ) 与2«3 37的 
原 沪核的 辐射复合的总截面. 

解将 (56. ⑷代入 （56. 15) 就可以得出俘获到瓦壳层（主 量子数 《 = 1) 
上的截面： 

cr” =,?^Z 5 a 3 aS(~^y n 

<e = mW /2 为入射电子的能量；形成原子的其它状态中只有 s 态 
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比较 重要： 当计算坡恩近似中的矩阵元时，小 r 的束缚态波函数的值比较重 
要（在 S 57中将要看 到)， 这个函数值在！>0时比时小.将妒按 r 的: 
幂展开，只取前两项就够了）.对于！=0且 w 为任意值的状态，这两项为 

妒 " VlFwZ 1 - 7), 

即 n 仅仅以公因子的形式出现[此式是通过展开第三卷的函数 (36,13) 
得到的].所以,总复合截面为 


n — 1 

函数值为： S (3) = l ，202]. 


Tir—l 


§57. 光电效应 :相对 论情形 

现在我们来研究 

❹ / (57. 1> 

的情形.这时我们也有 e = —/»/,因此，原子核的库仑场对光、 
电子波函数(，）的影响可以用微扰论计算.我 f ] 把，写成如下 
形式： 

0 / =-4-(w / e ip * r + ^ (1 >). (57.2) 


光电子可以是相对论性的，因而把式 (57. 2) 中的非微扰函数写成 d 
相对论性的平面波形式 (23. 1). 

虽然在初态中电子是非相对论性的，但是由于下面要解释的 
原因，它的波函数0必须包括相对论修正(〜 Ze 2 ). 这样的函数由 
下式给出（参看 §3 S 的习 题）： 

^ = ( 1 ~2^ v ° r，v )vi^^* (57,3) 

式中的为非相对论性束缚态函数 (56. 6), «为静止电子的双 
旋量振幅，归一化条件 W «=27 rt . 


鲁 
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把函数 （57. 2 )和 （57. 3) 代入矩阵元 ( S 6, 2〕 中①: 



2、/ me • 


u - ( y ^ e ) 



7 °X'V 非相 


e - i ( p - fcj*r 



+ 穿 ⑴ (y * e)c ik ^ r u^ im } d 3 x # (57, 4) 

为了得到这个量按仏 2 的幂展开的第一项，可用常数 
( Ze 2 m )^ 2 / 代换大括号中第二项的由于这个代换，当 P 

乒0时，第一项为零(正是由于这个原因，在於中还必须考虑正 
比于 Ze 2 的第一级相对论修正.当 t ； 〜1时,这个修正对截面的贡 
献和按 Ze 2 展开的第二项的贡献具有相同的数量级）. 


在式 （57* 4) 的第一项中进行分部积分，使算符 V 由作用在 


上 转移到指数因子上.结果我们得到 


m (2 e 2 m ) 3/2 ( …… 

馬 (r * e 


1 r 0 — v°y * (/ >~fe) 

Zm 


u (c~ ze2mr ) p 


+ n } 9 (57. 5) 

式中的矢最下标代丧空间傅里叶分量.精确到 Ze 2 项，我们 
有②： 




SjrZe 2 ?n 

( p - h ) A " 


(57.6) 


① 函数〔 57 , 3) 是对距离7■〜] / m 2 e 2 导出的，在这个距离上，修正项的相对数量级 
为但是对 于基态 （以及所有的 3 态)， 由于纯指数函数（ 56 . 6 )的导数[因而（57. 3 ) 
中的修正项]总与成正比，公式 (57. 3) 对任何 r 都适用.这就使我们能够把 （57. 3) 
应用于观在所研究的问题（这 时， 很小的 r 都不能忽视；当〃〜1时， r 〜 l / m 就不能 
忽 略）. 

② 取等式 

(A — -= 一 4jr<5(r) 


两边的傅里叶分董，我们得到 


此式对#数 A 微分给出 



An 


(57.6 a ) 


• 250 • 


{C~ }r )q :: 


BjtA 


A 1 ) 


(57.66) 



为了计算傅里叶分量我们写出函数 r o) 所满足的方拜 


式: 


(y 0 e + iy 0 ⑴ =e(y^A^)u f e ipr 


Ze z 


- y 0 w ’ e vp * 


r 


[它是将 （57. 2) 代入 (32. 1) 得到的].对这个方程式两边应用算斯 
( V°e + iy-V + w ), 我们得到 


(z/+ p 2 )0 ⑴ 


Ze 2 (y°e + iy * V + w) (y°u f ) —e if,#r . 

T 


给这个方程乘以 e ~ ifc - 并对 dk 积分，同时在含厶和 ▽ 的项中甩 
普通方法进行分部积分,可以得到 


(p 2 ~k 2 ) } — — Ze 2 (y°s ~~ y • k m) (y 0 M’) (丄) 


fc — p 


—Ze 2 (2e V 0 _7^(fc —/^(V^V) 


(k-py 


在最后一行中，考虑到振幅 z / 满足方程 


(sy° — p* y — m)u f — 0 或 P*y — rn) y°u f — 0^ 


由此我们求出 

心二 = (57. 7> 

将 (57. 6) 和 (57_ 7) 代入 矩阵元 （57. 5), 可以把它写成 


(em) 1/2 (k~p) 


式中 


4 = a(y*e) + (y *e)r°(y *6) + (y •<?) y°(y -e) f 


a 


€ 


(k -p) 2 m k 2 --p 


， b 


k — p 


2jn(k _ p) 


c 


it — p 


2 m ( k 2 — p 2 ) 


截面为 
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dor = (u f Au) (u^u f )Ao, 

(o{k~pYm 

这里(参看 § 65). 此式还必须对电子自旋的终态方向 
求和并对初始方向求平均；求和与求平均时，应用下面§65中的 
规则和初、终态的极化密度矩阵 

P=-y(y 0 + 1 ), P^^Cr 0 ^—y-P+w) 


(在初态中结果得到表达式 

mco ( k ~ p )^ 


迹的计算(利用公式 (22. 22)) 是纯代数运算，其结果为 


Sp(p f ApA) 


m 


m 


CaJ>~ (b—c) (e + m)] 2 


+ 47w(b*c)C(c + m) (c^e) + a(p-e)2 


(假定矢量 e 为实数，即光子被认为是线性极化的）. 

为了得到光电效应截面公式的最终形式，我们引入极角^和 
p 的方位角 史，这时方向 fc 就是 z 轴，平面 fc , e 就是平面^(因而 
| p | cos ^ sin 0). 当 6 >》J 时，能量 守恒可以写成 e — m == o > 

的形式(而不是 e — m = o >— J ). 容易证明，这时 

fc 2 — ; p 2 二一 2m(e—m), (fe— p) 2 ~2e (fi — »*) (1—vcos^)* 

式中 ^ v ^ P / e 为光电子的速度.经过简单的计算,最后得到 


d<r = Z 5 o£ 4 r J 


v 3 (l —v 2 ) 3 sin 2 9 


(1 —Vl — V 2 ) 5 (1 — VCOS 0) 


X 


(i —a / T^y 

2 了 l-v 2 )— 3/2 


(1~ vcos0) + 


2 


1 —n/ 1 —— v 2 (1 一 vcos0) 




1 ——V 


cos 2 9? jdo . 


(57. 8> 


式中的 r e = e 2 / m . 


在极端相对论情形下光电效应截面在小角度 （0 〜 
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〜 / l - y ) 有一尖峰，即电子主要在光子的入射方向上发射.在峰 
值附近， 

1 —VCOS0 〜 ~|>[(1_V 2 ) + 0 2 ], 

式 （57. 8) 的首项给出 


dcr 〜 4Z^rt g]:; 以 3 声 y, 


(57.9) 


式 (57. 8) 对角度的积分是初等积分,但很冗长 ; 积分给出如下的总 
截面公式 （F. Sauter, 1931)； 




y ( y —2) 
V + l 


2 y ^/ y 


In 


v ^ y 2 — 1\) 

y — \/ y"—l)y 


(57. 10> 


为简单起见，式中引入了“洛伦兹因子” 


V — —. 
^s/l—V 2 


e m — co 
—_ 


(57. 11) 


在极端相对论情形下,这个公式筒化为 

a —2^ Z s a 4 rJ — 


(57. 12) 


在的情形下，式 (57. 10) 中的 v — 1 很小，其极限值给出 
我们已知的结果 (56. 14). 


§58. 氘核的光致蛻变 

氘核的一个特点是它的结合能小（与势阱深度相比).这种情 
况使我们在描述有氘核参加的反应时不必仔 细了解 核力的行为, 
仅仅利用结合能就够了（参看第三卷 §133). 这时假定碰揸粒子 
的波长大于核力的作用半径义 

这也适用于如 《1 的 V 量子引起的氘核的光致蛻变.同时还 
假定 pa 《 l ， p 为所释放的中子和质子相对运动的动量（这个条件 
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比 如《1 更强①). 

将光电效应截面的非相对论公式 (56. 5) 对所有方向积分, 
得 


e 2 p M 4 tz 

2 jvcj 2 3 


(幻 p )/# 


这里 P 为质子和中子相运动的动量②，而式 (56. 5) 中的 m 由它们 
的折合质量 I /' 2 ( i 为梭子的质量）代替.矩阵元为质子速度 

的矩阵元，因为只有质子与光子有相互作用，将用动量 P 表 

* 

示我们有 


a (电）= 


2 


e^p 


ZMco 


"I Pfi I 2 * 


(58. 1) 


指标（电）表示这个公式对应于电偶极跃迁 = = 因而 

e Pfi! ^ — icodf im 

氘核初态(基态）的归一化波函数为 

伞=小^^丁， Vi /7, (58.2) 

这里的 / = 2_23 MeV 为结合能（参看第三卷§ 133) ③.终态波函 
数可以取为自由运动的波函数，即平面波 

* r t (58. 3) 

理由是在我们所考虑的理论中，“氘梭的线度 ”1 /k 与相互作用的 

有效半径《相比被认为是很大的.因而，质子和中子之间的相互 

•、 


① Fa>l(a=1.5XlCTi=*cm) 时光子的能蛰为 15 MeV- 

② 在本节中,及代表 |Pj. 

I引入一个与 a 的有限性相关的修正，可以使这个函数更准确些.为此，用 

IZU 二 

V !： JT (1 ~ ok ) 

代替（ 58 . 2 )中的归一化系数就行了[参看第三卷 （133,13)]. 相应地，在截面公式中也 
赛出現因子1/ (1 — 0^)* 应该说，这个修正实际上是很大的：对于氖核基态， 0 , 4 . 

沉核基态是切^态与少量 3 队态的“混合' 这是由于张；！核力作用的结果（参看 
逆三卷§ m). 我们将不考虑这种混合，因而将忽略张量力. 


作用只在 s 态中才必须考虑，而在的态中被略去. Z 尹 0 的 
态的波函数在小距离上很小.然而按照选择定则，两个 S 态(基 
态和连续谱的 S 态）之间的电偶极跃迁是禁止的，所以在此种倩 
形下就有可能忽略终态中核子的相互作用. 

利用分部积分法可以求出矩阵元 



d 3 a : = 



— k Anp 
V 2n p z -\- k 2 

(参看第 250 页的第二个注解). 


注意到表达能量守恒的等式 


去 O 2 +P 2 ) =’+ 备= 队 


最后我们得到光致蛻变的截面（通常的单位） 


(58. 4) 


< H . A . Bethe , R . Peierls , 1935), 当方 6)=2/ 时，它有极大值；而 
当 hco — I 歲 方 oo 时,它趋于零. 

然而，公式 (58. 4) 所描述的光子的电偶极吸收对光电阈附近 
(心0接近于 J ) 的截面没有多大贡献.这是因 为:在 这个区域内, 
主效应来自向&态的跃迁,而在电偶极吸收中不产生这种跃迁.在 
电四极吸收中也不出现这种 跃迁: 虽然在这种情形下向，态的跃 
迁并不违反有关宇称的选择定则，但却为轨道角动量的选择定则 
所不容（因为我们忽格了张量力，所以 L 和 S 分别守恒).因而， 
为了计算阈值附近的光致蛻变截面，我们必须考虑磁偶极吸收，磁 
偶极吸收所遵守的选择定则容许占态之间的跃迁 （ E . Fermi ， 


1935)• 

在公式(58_ 1) 中用磁矩代替电矩，我们有 
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or<*> —-LcyJfef^l///, j 2 . (58. 5) 

由于轨道角动量 L 对 S 态之间的跃迁没有矩阵元，轨道运动的磁 
矩对户 /i 没有贡献.自旋磁矩 

^ x * = 2" pSp + 2^ n s n — 2 ^/ n ) Sp 

式中 S = s P + s n ，心和 〜 是质子和中子的磁矩.当忽略张量槟方 
时，总自旋守恒，因而它的算符不产生跃迁.所以 

z : z 2( s p ) f i Op — jU „). 

在同一近似中（忽略张量力)，自旋和坐标变量是分开的.和波函 
数一样，矩阵元是自旋部分和坐标部分的 乘积： 

m 

fi fi ^2(^ p -fi n )(s p S f M f \s p \s p SMy f(r)t(d 

* 

但是，自旋-自旋核力的存在使坐标函数 #0) 的波动方程包含 D 
旋值 s 作为参数. 若 s f = s ， 则， O) 和 40) 是同一个算符的本 
征函数，因而是正交的.那么，初态 3 沒只能光致蜕变到连 续谱盼 
1 汶态. 

当然， （58. 5) 中的平方 | M | 2 应该对初态中自旋 S 的分量求 
平均.所以问题归结为计算量 


2^21 <s P S f M f \s P \ s P SM}\\ 

a 

这里的 h=h=i/2, s ^\ 9 n 按照角动量相加时矩阵元的 
一 般公式，这个量等于 


1 


(2汐+1)(2义十 1) 


I 〈 s p s f ||5 P (| Spsy I 


s P S f 

S Sp 


2 


n 


I \s p l^p)I 


i i s p \ ^py I 


6 


[此处利用了第三卷的公式 (107. 11>, (109. 3)] 约化矩阵元为 


♦ 
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(Spl Spl Sp)~^/s p (Sp + 1) (2s p + 1)= 




结果，公式 (58. 5) 变成 

cr <#) = —/ i n ) 2 • (58. 6) 

初态波函数於由公式 (58. 2) 给出，而终态波函数为 

= ^^po (^) • 

这就是函数展开式 (56. 7) 的第一项(？=0),该函数的渐近形式中 
包含一乎面波和一入射球面波，略去了不重要的相因子.因为积 
分是对核力作用半径以外的区域进行的，所以径向函数为 

R po(r )=2^£r±^-. 

7 

相角 <5与“质子+中子”系统在占二0时的虚能级值 (7^0.067 
Mev ) 有关： 

ctg S= — —> Ki ― ^\/JMI j 

V 

(参看第三卷 §133). 这样一来， 



(58. 7) 

当时，这个截面因而趋于零.这与反应阈能附近 
截面行为的一般性质一致(第三卷§ 147). 


% 
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光致蛻变的逆过程是质子被中子辐射俘获.俘获截面可 
以借助细致平衡原理由光电效应截面得到[比较（ 56 .的推 
异过程].中子和质子的自旋统计权重等于 2 x 2=4. 氘核 (在 S 
二1的态中)和光子的统计权重等于 3 x 2=6. 所以 


3 ( f ⑹ ） 2 „ 3 (hco ) 2 

aff== T — o 2 ?— a 先二 


(58. 8) 
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第六章光的散射 



§59. 散射张量 


电子系统（为确切起见，下面我们认为就是原子）对光子的散 
射包括吸收一个初态光子 fc ， 同时发射另一个光子 it '. 散射后，原 
子的状态有两种 可能： 或仍处在初态能级，或处在某个別的分立能 
级.在第一种情形下光子频率不变 (瑞利散射, 或非混合 散射) ，而 
在第二种情形下,光子频率发生 变化： 

co f —Q) = E i —E 2 , (59. 1> 

式中 A , A 为原子的初态能量和终态能量（组合散射，或混合散 
射)①.如果原子的初态是基态，在组合散射时，仏>&因而6>'< 
O ——散射使频率降低（所谓斯托克斯情形）.在受激原子上的 
散射既可能是斯托克斯情形，又可能是反斯托克斯情形 W >0). 

由于电磁微扰算符对同时改变两个光子占有数的跃迁没有矩 
阵元，因而散射效应只出现在微扰论的二级近似中.必须把散射 
看成是通过一定的中间态发生的.中间态可能有两种 类型： 

I . 光子 fc 被吸收，原子跃迁到自己的一个可能 状态尽 ，接着 
跃迁到终态，同时发射一个光子 fc '; 

II . 原子发射光子 k 且跃迁到五„态,接着跃迁到终:态，同时 
吸收一个光子 fc . 


在这个过程中，矩阵元表示为求和[参看第三卷式 (43. 7)] 



(59.2) 


①在这一章里，属于散射系统初态和终态的量分别用指标1和2表示. 
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式中“原子+光子”系统 的初态 能量是§! = ^+6>,而中间态能量 
是 

Si =忍„， 甚 2 =^ n + 6> + 6>\ 

V.. 为吸收光子 fc 的矩阵元，为发射光子 k 的矩阵元;对《求 
和不包括初态（由求和号上的撇号表示).散射截面为 

da = 2 jt \ V 2 i \ 2 ^^ r . (59.3) 

这里的 do ' 为 F 方向上的立体角元.单位时间内散射到立体角 
do f 内的光能 d /' 可以通过入射光强度/ (能流密度)表示如下： 

dl f = 1— da . 

CO 

我们将假定初、终态光子的波长比散射系统的线度 a 大， 因 
此 ，所有跃迁都按偶极近似处理.如果用平面波描述光子态，那么 
这个近似相当于用1代替因子 e ife r . 这时，光子波函数(在三维横 
向规范中）为 

、 鬌 J ^CO 

在上述条件下,电破相互作用算符可以写成 

(59.4) 

a 

这里 £=— A 为场强算符，2为原子的偶极矩算符（类似于电场 
中一个小尺度系统能量的经典表达式——参看第二卷 §42). f 

的矩阵元为 _ 

V n i — — i / > / • d n i ) f V2 n — 2 jto r (0 r * * 屯”) . 

把这两个式子代入 (59. 2) 和 (59. 3), 我们得到散射截面（用通常的 
单位写出） 

①这个公式是 H . A . Kramcrs ^ pW . Heisenberg 在量子力学建立之前 首次导 
出的 （ H . A. Kramers , W - Heisenberg , 1925)» 
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( d 27 r e ^)^ d nr e ) ( d Zn ^ e )( d nr e f *)} 
^ 4 1 co ni — o)~io co ni -V^ — io j 



ficOfi^ —— Efi ~~ E j ^ co o) —^ 公 j 2• 


(59. 5> 


求和对所有可能的原子态进行，包括连续谱的态(这时态1和态2 
从求和中自然消去,因为对角矩阵元 d u = d 22 ==0) .分母中的无限 
小虚项来自微扰论中通常的极点绕行法则(参看第三卷§ 43): 在 
求和变量 E n ( 中间态的能量）上附加一负的无限小虚部；当表达式 
(59. 5) 中变量^的极点落入连续谱区时，绕行规则很重要（例如, 
若1态是原子基态，当超过原子的电离阈值时，就出现这种情 
况)① 


我们引入符号(通常的单位)② 


i ^ ik ) 2 


吾 2 


(^i) 2n (^*) fit j (^k) 2n(^<) nl 
CO n \ 一 CO — iO 6>„i ~h (o f — iO 


(59.6) 


( i ,4 = 612 为三维矢量指标).利用这个符号，公式 (59.5) 可以 
改写成 

da = ^~^^\ ( c ik ) 2 l e f i * e k \ 2 do f . (59.7) 


符号 (59. S ) 的好处在于能将这个求和表示成某个张量的矩阵 
元.最简单的证明方法是定义一个矢量&，其算符满足方程 

ib-\-cob = d ; 

它的矩阵元为 

b^~- d ~ x b 2n — ~ x ^~* 

CO — CO n \ CO "T €0^2 


① 对分子而胄，电离 阈就是 离解成 原子的阈能， 

② 以下§ 59——§61中所引用的大部分结果来自 G . Placzek 的工作 （ G . 
PlaczcV , 1931—1933). 


• U 


♦ 



结果有 

( C *A?) 21 = - ^fik)2\» (59. 8) 

我们将把矩阵元 ( Cu ) 21 叫做光的散射张童. 

由此可以得出，散射的选择定则与任意二秩张量的矩阵元的 
选择定则相同.我们立即就能看到，如果系统具有对称中心(因而 
它的态可以按宇称分类)，那么跃迁只能发生在宇称相同的态之间 
<其中包括没有态变的跃迁).这个定则与（电偶极)辐射的宇称选 
择定则相反，因而产生交错禁戒 :在辐 射中所容许的跃迁在散射中 
是禁止的，而散射中所容许的在辐射中却是禁止的. 

张最 可以分解成几个不可约的 部分： 

c ik = c Q di Jc ^-c s ik + cf k . (59.9) 

式中 


cf k ^ Y ( c (k + c ki ) ~ c °<3 av 



分別为标量、对称张量（迹等于 o ) 和反对称张量，它们的矩阵 


元为 


(C°) 2I 


1 COnl^r ^nZ 

3 ^ (o>m~ co) (a? n2 + a?) 


(d i ) 2 n(d i ) nl (59.11) 




<^nl + 公 n 2 _ 

( ca ni — co )( co n z ±( D ) 


( c a u ：) 


i(d i ) 2 Ad k )ni^(d k )2n(d i )nil-(c°) il 3 ik9 (59. 12) 

一 26> + ^>12XT^ (D 2n (^*) nl —— (^k) Zn(^i) n\ /gQ ^o\ 
* 2 ^ i i ，*、 . — 、、广 /Vi _ — L r *\\ 


{COnl ~ C0 ) ( C0 U 2 + 0 )) 


(为简单起见，略去了极点绕行符号). 
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让我们来研究在低频光子和高频光子的极限情形中散射张查 
韵一些性质①. 

对于非混合散射(叫2 = 0),当 03—0 时张量的反对称部分趋于 
零[由于式 (59. 13) 中求和号前◦的存在 ], 但是，当6^0时散射 
张量的标量部分和对称部分趋于有限值.因而，当《很小时，截面 
与成正比. 

在相反的情形下，当频率《比式 （59. 6) 中的所有重要的频率 
都大时（当然仍应保证波长 》 a ), 应该回到经典理论的公 
式.散射张量若按 l / o 的幂次展开,展开式的第一项等于 

:: [ d) 2n (^t)nl — (忒 i) 2n(Onl] — ~~ - H) 21 

且为零，因为 A ， I 对易.展开式的第二项为 

(Cifc)21 = \j°ln{^k) 2n (Hi — i^i)2n<^n\ (Dn，] 

n 

== ~didj- 

tG) 

根据定义 d = (求和是对原子中的所有电子）和动量与坐标之 

间的对易法则，我们得到 

( c < fc ) I ] = — ■心， （ Ci *)2 i = 0， （59.14) 

式中 Z 为系统中的总电子数， w 为一个电子的质量.这样一来，在 

高频极 : 限下,散射张量中只剩下标量部分，而且散射时系统状态不 

变（即散射是完全相干的，参看下面).在这种情形下，散射截面为 

dcr = r 2 e Z 2 \ e , *- e \ 2 do f y (59. 15) 

式中，〜二 e 2 / m . 对终态光子的极化求和后，我们得到公式 

da = r~ e Z 2 {l — ( e - n f ) 2 } 6 o f ^= r^Z 2 sin 2 6 - do r 9 (59. 16) 


①共振衍形（《接近或 « 2 n ) 将在§ 63中研究. 
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这实际上就是第二卷中的经典汤姆逊公式 （80.7) 0为散射方邮 
和人射光子极化矢畺之间的夹角）. 

我们来研究#个全同原子的集合引起的光的散射.这些原 
子处在线度小于波长的区域内.相应的散射张量将等于每个原子 
的散射张量之和.然而必须注意，同时考虑的若干个相同原子的 
波函数(常用来计算偶极矩的矩阵元)不能认为是同一函数.波函 
数就其本质而言，只能确定到任意相因子的程度，即每个原子都 
有各自不同的相因子.散射截面应该分别对每个原子的相因子求 
平均. 

每个原子的散射张量(“) 21 都含因子 e i( m 和 < p 2 是初 
态和终态波函数的相位.对混合散射来说，态1和态2是不同的， 
这个因子不等于 1. 在模的平方 

I I 2 

中（求和对全部 y 个原子)，属于不同原子的各项之积将包含这样 
一些相因子，当对各原子的相位独立地求平均时，这些相因子为 
零，因而只剩下每一项的乎方模.这意味着个原子的散射总截 
面是一个原子的散射截面的 I 倍(散射是不相干的). 

如果原子的初、终态相同，那么因子在这种情形 
下，一簇原子的散射振幅将是一个原子的散射振幅的 W 倍，从而 
散射截面将差一个因子及 2 ( 散射是相干的)①.如果原子能级是 
非简并的,那么非混合散射将是完全相干的.如果能级是简并的， 
那么由于原子在各种相互简并的态之间跃迁，将会产生不相干非 
混合散射.这是一种纯量子效应.在经典理论中，频率不变的散 
射总是相干散射. 

相干散射张量由对角化矩阵元给出，记做 ocu ( 为简单 

① 我们看到，公式 （59. 15) 和 （59. 16) 中的因子 Z * 的来源相同 ：一个 原子中 Z 个 
电 子相干 散射的栽面为一个电子散射裁面的 Z * 倍. 
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起见，略去了表示原子状态的指标)％ ^ 照公式 ( 59 . 6 )， f 
05“ (0>) = (c<*)n = 51 

n 

这个表达式也可以写成 

oti*(o>) 


co n i — G ) — iO co n \ + 6 >— iO 


(59*17) 


mco 


卜 Z6 U + 去 2 


(Pi)in(Pk) 


(Pk)ln(Pi)n 


co n \ — co — iO 6> n j +6) — iO 


(59. 18) 

极限表达式 (59. 14) 是由此式分离出去的.在这里,/>为一个原子 
中电子的总动量.注意到动量矩阵元和偶极矩矩阵元之间的 
关系式 

ep ln /m=ico ln d in , 

并利用推导 (59. 14) 时用过的关系式,就不难看出上述两个公式的 
等价性. 

如果与任何一个原子能级 K 其中包括连续谱 区域办 
:的能级)都不相等，则分母中的 iO 项就可以略去.既然？ 二：? 
就可以 将张量看成是厄密 的①： 

(59. 12) 

这意味着它的标量部分和对称部分是实的，而反对称部分是虚的. 
如果原子处于非简并态，反对称部分显然等于零.这种状态的波 
涵数是实的,从而对角矩阵元也是实的. 

张量与原子在外电场中的极化度有 关系.为了确 定这种 
关系,对处在外电场 

-l-(Ec~ iat +£ V ， (59. 20) 

Zt 


①这个结果是由于忽略了光谱线的自然宽度，即忽略了入射光狨吸收的可能 


逍一 1 参看 § 62 . 


♦ 
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中的系统，我们来计算其偶极矩平均值的修正值.为此，可以利 
用已知的微扰论公式(参看第三卷§ 40). 如果作用在系统上的微 
扰为 

^= zp e ~ i<at 

那么，对某个量/的对角矩阵元的一级修正等于 

/(I)/ f \ S [" f { \n^n\ I fnl^in 



_f(0) p* 

Jln r In J nl r nl 

< x> n i co — i 0 co n 1 — ci ) + iO 



(微扰 p 应该看成是从〖 = 一 oo 时无限缓慢地加上的，因而在第一- 


项中0应该理解成 《 + i 0, 而在第二项中理解成0 — io ; 分母中的 


虛数项就是据此加入的）. 

在现在的情形下， P =— d . E /2, 偶极矩对角矩阵元的修 

正为 


d^^yC'de"' 4 *^ "dV^)» (59.21)* 

式中的~3■是一个矢量，它的分量为 

HVE k ， (59,22) 

张量的表达式不同于 a tJfc 的表达式 （59. 17)，区别是第二 

项分母中的虚数项符号相反.按照定义，是原子在频率为 

o 的场中的极化张量.若频率值可使分母中的虛数项略去，饩张 

量成为厄密的，则张量叫*和彼此相合.特别是当 
时，公式 (59. 22) 就变成第三卷中的公式 (76. 4), 而由（59_ 17) 得到: 

的 a u (0) 就与第三卷中静态极化张量的表达式 (76. 5) 相同.我们; 
还会看到，如果1态是基态①，则所有的 6? nl >0,（59. 17) 中第一项 


①因为激发态寿命有限，所以只有这种情形（以后我们将遇到）才能进行精确处: 
理.参看下面 §52. 
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的绕 行规則只有当 时才是 重要的，而第二项的绕行规则只在 
^<0时才重要，在这#情形下， 

(59. 23) 

散射理抡的今式无疑有6>>0,因此，张量 OSu 就是极化张量. 

除了截面，后面我们还需要知道光子的散射振幅 /• 像通常 
在徽 扰论中那样，它和取相反符号的矩阵元 （59. 2) 只差一个归一 
化因子.归一化因子的选取应该使截面 (59. 7) 能够成写 da = 

I /1 2 d 0' 的形式.对于弹性散射振幅，我们有 

f^co 2 a ik el*e k . ⑴ • 24) 

按照光学定理[参看下面的公式 (71. 10)]，向前散射振幅（即 
动量和极化都不变）的虚部决定一切可能的弹性和非弹性过程的 
总截面^(对给定的光子初 态)： 

Im(6> 2 a u .e?^) =4^6> (59. 25) 

CD 2l 

由此可见，总截面由散射张量的反厄密部分决定. 

公式 ( M .15) 具有简单的经典 意义： 电场 E 在单位时间内对 

'电荷系所败的功等于•丄把场写成(59_ 20) 的形式，而 
把偶极矩写成 ( S 9. 21) 和 (59. 22) 的形式，将这个功对时间求平均， 
我们得到 

\<o\E\^ete k ^^ 

(E 二 eE). 另一方面，如果 E 是人射光的场，则平均能流 密度等 
于旧 2 1 /8; r , 而原子所吸收的能量等于 

忐 | • 

令上面所得到的两式彼此相等，我们便得到公式 (59. 25). 

如果原子基态的角动量/等于零，由于球对称性, 

晒 

• 267 • 



cr ( = 4^ r 6) Ima # (59, 26) 

对于角动量不为零的系统，在角动量的空间方向上取平均的那些 
量也具有同样的关系式(参看§ 60). 

当光子能量超过原子的电离阈时，对总截面％的主要贡献来 
自电离过程（在光电效应中吸收光子)，散射截面是 e 2 的高阶量 
[比较 (56. 13) 和 (50.16)]. 

如果光子的能量低于电离阈(但又离共振较远,就是说离原子 
的任何一个分立的激发频率较远)，那么截面(此时可化为散射截 
面）和振幅的虚部，与振幅的实部相比，是更高阶小量.如果略去 
虚部，我们重新得到 (59. 19). 在共振附近就不同了；在那里截面 
增大，这种倩形将在§ 63中讨论. 

和散射一样，二级微扰论中出现的双光子过程也包括二重发: 
射，即一个原子同时发射两个光子. 

这个过程的几率表达式与公式 (59. 5) 的区别仅仅是作了代换 

发射光子6> 而不是吸收）和一个多佘因子 

d z k ^dcodo 
(2ny =z ~(2Tty 9 

这是在频率0和方向 fc 的已知间隔内所发射的光子的量子态数 i 
第二个光子的频率由等式 o + = 决定.因此，在单位时间 

内的发射几率为① 

dtv =\ ( b ik ) 2 l e^et 1 dod ^ d 6>, (59. 27； 

式中 

^ 2 ； \ _ ^ ST ! ( di ) zn (^ k)ni ^ (^ k ) 2 n (忒 i)nl 

( 1 山 !—1 

与公式 （59、6) 中 （ c iJt ) 21 的区别只是 o 前的符号改变.此式对光子 
■ ■一 ■ " > ■ ■ > ■ ■ ■ 

①在这里和本节的后半部分都是用通常的单位. 
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的极化求和并对它们的发射方向积 分®, 我们得到 

dw== ^^ l(bikhll2dc °' (59.28) 

与发射频率为0 + 6/的单一光子的几率比较，发射频率分别 
为 0) 和0/的两个光子的几率通常是十分小的.选择定则禁止单 
光子发射过程而又允许发射双光子时，出现例外情形.例如,7=0 
的两个状态之间的跃迁就是这样的.在这个例子中，发射一个光 
子的任何过程都被严格禁止.另一个例子是从氢原子的第一激发 
态 (2 〜到基态 （1 心 2 )的跃迁.不论是对五 1- 辐射，还是对 i/r 
辐射，这个过程都被禁止(参看§ 52的习题 2)©. 

如果原子处于入射光子 ( o , fc ) 流的场中，那么除了自发二重 
发射外[它的几率为 （59. 27)], 还存在受激二重 发射： 在场的影响 
下除了发射一个光子外，还发射一个和外场一样的光子.这 
个过程的几率与自发发射的几率相差一个因子它是 
已知的入射光的光子数密度，入射光子流密度为 

d/=ciVk «(S^ = Nkg &^ do}d °- 

用 d / 表示 N k . 9 并用 d / 去除过程的几率，我们得到它的截面 

= (b ik ) iz el *et\ 2 do f . (59, 29) 

类似地，如果原子处在光子的场中，那么当光子入射 
在它上面时，就会产生 受激组合散射 ，其截面与 V , 的光子数密 
度成正比. 

对具体原子计算张量 ( c iJb ) 12 或（‘） 12 时，要求计算如下形式 
的求和： 


① 这个运算就是通过 W = 完成对方向《的总平均，再连乘以 

n 

② 对于二重发紂，能级 2 s 1/2 的寿命约为 （ M 5 秒. 


« 
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(O %n(Ak)n\ 

二 W 


(59. 30> 


E 的取值为 E 、 ±fico 歲 E 、 土 tuo f . 为了简化书写，假定我们讨论的 
是氢原子 . 我们把式 (59. 30) 的求和写成积分 形式： 

( 況$) 21 二 j^?(r)AG(r,r'JK fc t(r')d 3 ;rd 3 〆 ， (59.31> 


式中 


GCr〆; 丑 ）= 2] 


Pn(r)t* n (r f ) 

E n 一 E 一 iO 


(59. 32> 


令算符总一芯作用在函数 G 上， i ? 为原子的哈密顿算符 . _ 
于犮心 二，我们得到 

{A-~E)G^ 2] i>n{r)t% (〆)• 


由于函数系〜的完备性，这里的求和为 <5 函数 <5(r —r'). 所以 ,. 
函数 G 满足方程 

(H-E)G(r f r f ; E)=-S(r-r f ) y (59. 33 > 

即函数 G 是薛定谔方程的格林函数 [ 式 (59. 32 ) 的绕行规则决定广 
这个方程的解应该如何选取 ). 这样，式 (59. 30 ) 的求和问题就归 
结为求原子的格林函数 . 然而，只有当齐次薛定谔方程的精确解 
已知时，才可能有方程 (59. 33) 的精确解 . 所以，实际上只能对親 . 
原子写出方程 (59. 33) 的精确解 ①. 


习 超 

计算电子(非相对论性的）对近似单色光驻波的弹性散射的几率 ( n _ Ji . 
Kaiuiqa, P. A. M. Dirac, 1933). 

①参看 Hostler L. // J. Math. Phya. 1964, Vol. 5,p591 . 应用这个格林函数 L 十 
算氯原子的散射振幅，请参看 TpaHoBCKEtfi H.H. //ac8T$. 1969>T. 56,, C. 605* 
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解驻波 可 以看成是动: M : 为手 n — 灸而具有相同极化的光子的组合 • 
屯子的散射可以看成吸收一个动量为的光子和受激发射…个动量为 一 fc 
的光子.结果，电子的动量 P 增加并转过一个角度0 (大小不变），6> 满 

足关系41 sin j = 这个过程的几率可由汤姆逊散射截面 (59. 15) 

z c 


do =^r} I e r * — e 1 2 d«/ = r:do’ 

乘以动量为 & 的光子流密度和动 最为一 & 的光子数得到. 
频率 ® do > 内的光子流密度等于 

cC /^ da ) 

~mT* 


这里 V ^ co 为驻波在谱间隔 do > 内的能量密度 （因子1/2是考虑到陂的能量 
被在相反方向上运动的光子平分).形成驻波的所有光子的动量 fc 都平行 
于一定的方向 n (驻波的“方向”).换句话说，能量密度是频率和光子方向 
V 的 函数： = 如 >( Y — n ). 因此，动量为 一 fc 的光子数等于 



8^ r 3 c s V^j 


[比较（44, 8)]. 因而我们得到单位时间内电子的散射几率为 

S 

♦ 



2^ r 3 g 4 


2 


do >* 


由于已假定非单色性很小，故将因子 or 4 提到积分号外.积分的大小与 
△ Ct ) 成反比（对给定的总强度而言). 


§ 60 - 自由取向系统的散射 

如果原子的能级不是简并的，则相干散射的极化度和强度由 
同一张量决定.但如果能级是简并的，则这两个景 
的观察值由求该能级所有状态的平均而得到.极化度应定义为平 
均值 

^ik~ i°ik) \ \9 

所观察到的散射强度由乘积的平均值 决定： 

i c ik) 11 (^lm) !!• 

由此可见，极化度和散射之间的关系变得更间接. 

• 271 • 



我们看到，虽然每个 ( C iA ) n 可能是复数，它们的平均值却是 
实数（假定没有吸收为厄密张量).实际上，求平均时可以任 
意选择(和已知简并能级相对应的)一组独立的波函数，这时总可 
以使所有的函数为实数. 

对于未处在外场中的自由原子或自由分子而言，能级的简并 
通常是由于角动量在空间自由取向而引起的.设散射时初态的角 
动量 为，， 而终态的为和通常一样，散射截面应该对所有的 
分量值求平均，并对值求和.求平均后，截面不再依赖于 
況 2 ，因而，紧接着的求和等价于乘以 (2 J 2 + 1). 所以，平均散射截 
面是 

— *e k e , l ei i do t , (60. 1) 

式中 

^ ii Vm ^ 2^ I j (C<*)21 (C/ m ) Ji = (2*/ 2 ~f* 1) jt) 21 (^im) 21 * 

1 ' M X M % 

( 60 . 2 ) 

带指标 1 的横线表示对求平均. 

’对于非混合散射，态1和态2属于同一能级<> 12 =0).如果只 

L 

考虑相干散射，态1和态2必定完全相同， 所以況 在这 
种情形下，对私 2 的求和以及式 (60. 2) 中的因子2«7 2 +1不再出 
现： 

c f*Tm = ( c **)ll( c /m)ri _ (60. 3) 

毋须进一步计算就可以写出平均的结果，因为对平均等价于 

对系统的所有取向平均，平均値只能通过单位张量表*表示出来. 

这时，只有散射张量的标量部分、对称部分和反对称部分的分量之 

积的平均值可以分别不为零.显然，利用单位张量不能组成具有 

交叉乘积对称性的表达式，故有 

C - Gl ^ + C ^ (60. 4j 
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式中 


恥 =(2 J 2 +1)|( c 0 ) 21 | 21 ， ) 

(2 J ^1)( cU )2 1 ( cU ) Ti ^ I (6 °* 5) 

^ifcVm = (2t/2 + 1) ( c ?*) 21 ( c ?m) *1 ^ 

换句话说，自由取向系统的散射截面(以及散射强度）可以分解为 
三个独立部分之和，我们将称之为标置散射，对称散射和反对称 

散射. 

式 （60.4) 中的每一项都可用一个独立量 表示： 标量散射用 
01； 而对于对称散射和反对称散射，我们有 






Gh =^ ( 2 J 2 + 1) (^<*)21 (cf*)2 


(60. 6) 


时1 


*7T^2i f 


^2 1 = (2«/2 + 1) ( C ?*) 21 


(单位张量的组合根据对称性导出，公因子由成对指标 f , 【和 I m 
的缩并求出). 

将公式 (60. 4)—(60. 6) 代入 (60. 1)，就得到散射截面的表述式: 


d^=W 3 jG^[e^.e|H-- 1 ^^ 1 (l+|e^el 2 -^[e / *.e| 2 ) 


+1% (1 - \ e ( - e \ 2 )} do f , (60_ 7) 

从这个公式可以明显地看出散射的角度相关性和极化性质. 

通过对终态光子的极化求和并对初态光子的极化与入射方向 
求平均，不难从式 (60. 1) 直接得出在各个方向上散射的总截面.为 
此我们注意到，如果不仅对光子的极化平均,而且对光子的传播方 
向平均，则有 
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(而对这些量的求和将增加一个因子 2-4; r ). 结果，我们得到 

5= ① =^ iLct ><5 j /3 (3 G [ J 1 + (60. 8) 

y y 

我们已经说过，散射的选择定则和任意二秩张量矩阵元的选 
择定则是一样的.因为散射强度可以分解成三个独立部分，所以 
应该对每个部分的选择定则分别叙述. 

对称散射的选择定则和电四极辐射的选择定则一样，因为后 
者也由不可约对称张量(四极矩张量)决定反对称散射的选择定 
则和磁偶极辐射的选择定则一样，因为两者都由轴矢量决定[反对 
称张量等价于(或对偶于)轴矢量] ①. 但是这里有一个 差别： 在辐 
射情形中给出电矩或磁矩平均值(不与辐射跃迁对应）的那些对角 
矩阵元，在散射情形中是非常重要的，这是 因为它 们与相干散射 
相关. 

标量散射的选择定则和标量矩阵元的选择定则 一样.这蒽味 
着只有对称性相同的状态之间才能发生跃迁.特别是，总角动量 
/及 其分量 於的值必须相同 [并 且财的对角矩阵元不依赖于 
——参看第三卷 (29. 3)]. 因而,对非混合散射，态1和态2应 
该完全相同（不仅能量相同，而且 I 相同)，而且非混合标量散射是 
完全相干的.相反，由于标量散射中的所有状态在任何情况下都 
是自行组合的，因而在相干散射中总存在着标量部分. 

与上面对散射截面的求平均相似，对于在空间自由取向的系 
统，极化张量也必须对角动量 A 的方向求平均.这个平均非常简 
单.显然，我们有 

(c u ) 11= (c°) llOik. 


①当然， 这里指 的是与对称性相联系的选择定则，而不是辐 射情形 中与轴矢置的 
具体形式相联系的选择定则；磁矩矢量包含自旋部分，而在散射情形中 所说的 是纯轨 
道（坐标)量的矩阵元. 

• 274 • 



由于是唯一的二秩各向同性张量,散射张量的对称部分和反对 
称部分在平均时相消. 

上面说过，标量的 对角矩 阵元不依赖于，因而 ( c°) n 上的 

* ^ 

求平均号可以略去（这个量对任何值都能计算)，因而极化 
® 为 

*• T I 

^> ik ~ 1 (60. 9) 

由于同样的原因，决定相干散射标量部分的量 G ?, 中的求平均号 
也可以 略去： , 

Gj I =|( c°) 11 | 2t - ( C 0 )?, (60. 10) 

[根据式 (60. 3), 略去了因子 2 J 2 +1]. 这样一来，平均极化度 
和相干散射的标量部分之间有一简单 关系： 二者都由下面的量 
决定： 

( c °) n -4 S (60. 11) 

3 十… —W 

•• • • . 

k 

习题 

I * 求线偏振光散射时的角分布和消偏振度. 

解设 P 为散射方向 W 和入射光的偏振方向珍之间的夹角.散射光 
包含两个独立 分量： 一个是在平面 e 内的偏振分量(强度为 A ) ，另一个 
是与此平面垂直的分量(强度为 A ); 消偏振度为八 / A . 强库乙和乙由& 
取适当方向时的公式 (60. 7) 决定. 

在标釐 俄射中 ，光在同一平面内完全偏振 a 度的角分布为 

I 

7=-| sin 2 ^ 

2 

, 

此堉, j - a + a 表达式的归一化是使按方向平均时为1 • 在对称散射中 

/ =^(6 +sin ^), 

在反对称散射中， 

7^|( H - co S ^), 卜丄. 
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2 -同上®，但是，是对自然光散射. 

解对入射的(非偏振> 自然光应用公式 (60. 7) 时,赛作代换 


e t Bt ― ►+(3, *—!»•»*)， 

. « ■ 

♦ • . 

这相当于在入射方向 t» 为巳知的条件下在偏振方向 e 上求平均.散射光¥ 
是部分偏振的;从对称性考虑，显然，它的两个独立分*将是散射平面 n f n f 
内和与此平面垂直的方向上的线偏振光（强度分别为/,和心）.散射角 （《 


和 < 间的夹角）用沒表示. 
对于标量散射， 


3 


/ —+ —-(l + COS 2 ^) 


z 


cos* 穸 


对于对称散射, 


3 


/—-^(13+cos 2 ^) f 
40 


对子反对称散射 


u 

71 


7 




o 



14-sin 


3. 试确定圆偏振光散射中的反转系数（“反转”方向上圓偏振分量的張 
皮与“正常”方向上偏振分量的强度之比）. 

解圆偏振入射光的角分布和消雇振度 (/,/A) 与自然光散射中一样. 
设入射光的矢量《具有分量 a,i,0)/s/Y (坐标系取法 如下： 抑平面 


为散射平面， * 轴为 n 方向〉 ，这时，散射光的“反转”和“芷常”圓偏振 分羹盼 


极化矢量分别为 


s/ 2 


(cos0 9 — i. —aia0 ) 和 e f 




(cos 6, i p — sin 8) 




利用 (60* 7) 计算强度,便求得三神散射的反转系数 P: 



•一 13 + 008 鵞玖 +1 。 008 沒 
] 3 + COS * 沒 一 10COS〆 



《设 为散射角）. 

4. 计算基东氢原子对低頰光子的散射截面. 

解低频光子的散射只能是弹性的.由于氢康子基态的轨道角动曼 


r-0, 忽略自旋- 轨道犋 合的选择定则，只允许标*散射.谋子的静态极忆 
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•(通 常的单位) 为: 


9 

2 


\ me z / 


<参看第三卷 S 76 的习題 4 ),代入式 (60. 8), 便榑誠所求的截面 


<^t 


0 ‘(部 


5,计算氘核对 V 辐射弹性散射的截面 ( H . A . Bethe , R . Peierls , 1935) 
解氘核基态及其连续谱态(游离氘核)的波函数为 


妒。 



e 


T 




1： 参看 (58.2) 和 (58.3)]. 偶极矩矩阵元 dw 

过了： __ 

An\e / k 


iep p 0 / Mca p0 在 § 58中计算 


d 


P 


p 參 


a ik~ 


:卜 


Mco p0 ^ 2 tc K 1J rp % * 

且频率 ％ a =( P 2 + W )/ 见极化张量为 

( ^ g>pq I j i t e 2 

opl ( 2 jr ) a ~ 2 Mo > 2 

第一项与氘核内部自由度的虚激发有关，可以写成 (60. 11) 的形式.第二项 
与陂动场对氘核整体平移运动的作用有关.由于这个运动是准经典的，因而 
散射张量的相应部分由 (59. 14) 给出 （ m 为氘核质量 2 M ). 

的计算归结为求积分 


z 4 dz 


2 1) 3 [(2 2 4-1) 2 — y 1 ] 


2 


V 


Mco 


0) 


我们有 


J = 


6 J 

8dA VAdA 


^(t 


Jo 


2 


I 


z A dz 


0 (^+ A i )[(^+ D 1 - V 1 ] t 
当 v < i 时，被积函数在复变量 z 的上半平面内有板点以， ViTv ^ 

由这些极点的留数可以算出积分结果为 


f(l+V) 3/2 

T ( ~ 2 y A ~ 


(1 — V ) a " 


— (■ 


3 


1 M 


2r ‘ V8y 2 vvJ 

用表示总散射截面,根据 ( 60 .8) 和 ( eo . 10 ) ,它等于（用普通单位) 


_ ^ / e 2 \ 

3 \Mc 2 ) 


当 V 


Hco 


<!时. 
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V >1 (即在氘核的电离闲以上)时的散射振幅可借助解折延拓由 V< 1 时扮 
振幅得到，这个振輻有一正的虚部[按照 < 59 . 17 ) 的绕行法 则]: 



2 

3 y * 




( V _!)«/*： 



当 v>i 肘， 

当 v»i 时，我们得到理所应该，它与一个自由质子的非梅 

对论散射一致. 

辐射的角分布为 


da —cr— (1 + cosW)"^, 
4 4 jt 


式中的为散射角.根据( 59 . 2 4 )确定散射振幅后,我们有 


Ittl/ (0) = 


2e x 

Ore* 


( v — 】）》" 


当时. 


按照光学定理 ( 59 . 2 e ), 这个量应该等于 © or, Ojt , CT, 为光致说变的总截面. 
( 58 . 4 ). 由于弹性散射截面(〜 e 4 ) 比离解截面[〜 e 2 , 参看 ( 58 , 4 )] 级数高, 

因而 a, 等于离解截面_由于同样的原因，在这个近似中，当 v<l (即在电离 
阈以下)时，散射振幅为实数. 


§ 61 . 分子散射 

分子散射的特殊性与分子的这样一些性质有关（这些性质也 
是建立分子光谱理论的基 础)： 根据分子的这些性质，可以分别, 
处理原子核不动时的电子态和原子核在给定的电子有效场中的 

运动. 

设入射光的频率①小于第一电子激发能量 < y e ， 因而在散射过: 
程中电子项不能被激发.散射将是非混合散射，或是存在转动（或 

振动)能级激发的混合散射. 

• • 

其次我们假设分子的电子基项是非简并的（且没有精细结 
构)，换句话说，我们假设电子的总自旋和电子的总轨道角动量在 
分子轴线上的分量都等于零(对于对称陀螺型分子).对于 双原子 
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分子，这意味着电子基项一定是 /2. 我们知道，大多数分子的基 
态都能 满足这些条件 

最后我们假设频率 0 比基项中核的（转动和振动）结构间隔 
大，而差与激发电子项中核的结构有类似关系.所以，入 
射光的频率必定离共振相当远.正是这些条件使我们在计算散射 
张 量时从 一开始就不考虑核的运动,而根据给定的核的组态来 
讨论问題. 

在这样的问题中，散射张量就是极化张量并且. 
原則上能够按照一般公式 (59. 17) 计算; 在式 (59. 17) 中，求和是对 

所有激发电子项进行的.这样得到的量 At 是原子核组态坐标《 
的函数（这些坐标是电子项的能量和波函数的参数）.由于态是非 
简并的，张量叫 〆 ?） 为实数，因 而是对称的， 

张量是分子中已知原子核组态的电子极化度.求解实 
际的散射问题时,还必须考虑初、终态中原子核的运动.设 
和化 2 (?)分别为初、终态中原子核的波函数（因而&为振动 
和转动量子数组).所求的散射张量是 au (?) 对这些函数的矩 
阵元： 

' <^ 2 1 i 5 i > = | ^ * 2 ( q )^ ik ( q ) ( q ) dq - (61. l ) 

因为张量而 *( g ) 是对称的，所以张量 (61. 1) 也是对称的（不论 
s 2 相同与否).这样，我们得出 结论： 在上述条件下，不论是在非 
混合散射中，还是在混合散射中，都没有反对称部分，散射将只包 
含标量部分和对称部分. 

极化度的标量部分《°以）与分子的取向无关，而只依赖于分 

①然而,下面给出的结果也以一定的近似性适用于这样一种情况，即电子基项的 
简并是非零自旋引起的，自旋-轨道相互作用很小（因而由它们所引起的精细结构可以 
忽略).在这个近似中，具有不同自旋方向的态不能合并，在这个意义上讲，它们的行 
力好像是非简井的.例如,具有基项 *2 的分子就属于这种类型. 
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子中原子的内部组态.我们用 V 代表分子的一组振动量子数，用 
T 代表一组转动量子数（磁量子数饥除外).那么矩阵元为 


{v 2 r 2 m 2 \al i \v l r x m l y = <^ 2 1 - (61. 2) 

对量子数 r , m 的对角性是一切标量的普遍性质. （6 i .2) 的特点 


是： 在这里矩阵元与这两个量子数完全无关.因此，标量散射只 


对纯振动跃迁才有，而与转动态无关. 


对称散射由张量的矩阵元决定.它在固定坐标系印2中 


辋分量可以通过随分子一起运动的坐标系中的分量 
表达： 


(61. 3) 

式中为新坐标轴对旧坐标轴的方向余弦.量 Sjv 与分子的 
取向无关，而与分子的内坐标无关.因此 


{v 2 r 2 m 2 \a\ k \ v x v^m{) = <« 2 11 1 ? 】〉 <r 2 tn 2 1r】?^〉• 

不难证明，这些量的模平方对 r 2 m 2 , U 求和等于① 

22 I < v z r 2 m z I ocf * | Vj rjtw ,) | 2 = 2 \ < v z \ I v t > I 

m a r2 i k W 


(6L 4) 

这意味着，对于从已知振动-转动能级到振动态外的所有转 
动能级的跃迁，总散射强度与 q 无关. 

对于对称陀螺型分子来说，还可进一步求出散射强度与每一 


①对求和作变换时，我们用了等式 
〉 ] 〉 1 r % m z )(r z m z \D^Dkf f \ rm\> 




<riWi i 〉 \DiiDkgDa*Dkt 0 | riWi > =〈 nmi | 占 ri »» i 〉 ^*6u f 6g § f p 


:此式表承矩阵是么正的. 



个跃迁 Ah — V 2 r , 的转动量子数之间的关系.在这种情形下，最： 
子数 r 是角动量及其在分子轴线上的分量 t 我们将的笛 
卡儿分量用相应的二秩球张 i 代替，其分最用 《 A 表示 M =0, 士 
士 2). 按照第三卷 （110. 7), 这个量的矩阵元的槟平方为 

| (vtJtkimtla^Vxhkxm^ | 2 


= (2J I + 1)(2J*+1) 



2 J x 

— & 2 ^ 




X 1<^|0/|^>| 2 , 

式中的 < v (的是对固定在分子上的坐标轴的球极化张量， 

- K 对叫和 求和 ( m 固定)，我们得到[比较第三卷 
(110. 8)]： 


S I 2 无 2 饥 *l«J 

= C 2 J S +1 )(—f (61. 5) * 

这个董决定振动-转动跃迁的散射强度.由于矩: 
阵元—般不依赖于分子的转动，因而，式 (61. 5) 也确定 
了强度对 A , A 和的依赖关系.我们看到， （61. 5) 的 右端: 
只含极化张量的一个球分量. 

如果将等式 (61* 5) 对 J 2 和 h 求和，我们得到① 

2 2 f 2*2W 2 | 2 =y^| 

x J %h%n% 

于是,我们回到了求和法则 (61. 4). 

对称陀螺的一种特殊情形是转子-种线状分子（例如双^ 


①在给定 h 和 A '( 因而给定)的条件下对 A 求和，我们有 


2 (2i/i+1) 




[参看第三卷 U 06.13)]. 然后在给定 h 的条件下对或 — h ) 求和. 
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原子分子).角动量在这种分子轴线上的分量 等于零 (在电 子轨逍 

角动量为零的非简并电子态中)①.因而这时应设 (61. 5) 中 

.. - ， . 

"■ ■ 0 ■ 

最后峩们来研究振动混合散射中的选择定則问题以及分子振 
动光谱（发射谱或吸收谱）中的同类问题® 

对于散射，问题只在于找出张量 Oi ik ( q ) 对振动波函数 tv ( q ) 
的矩阵元不为零的条件.这时，标量(对于标量散射）和不可约 
对称张量句*(对于对称散射)应分别考虑.在发射(或吸收）中起 

•m 

相应作用的是矢畺 d ( g ) 的矩阵元， d ( g ) 为原子核位置给定时分 
子偶极矩对电子态的平均值（对于双原子分子，这一点在§ 54中 
e 经讲过了）. 、 

多原子分予的振动可以按照对称类型分类，即按照相应点群 
的不可约表示久分类， a 为表示的编号（参看第三卷 §100) •这 
些表示也可以用来确定分子振动态波函数的对称性（参看第三卷 
§ 101). 第一振动态(量子数％ =1) 波函数的对称性与振动模式 
的对称性 Az 相同.较高态 ( V a > l ) 的对称性的表示为这是 
表示自乘〜次的对称积.最后，不同振动《和&同时被激发的 
态的对称性由直积 [£^] X [ Z ) S «] 给出® 各种量(标量，矢量，张 
量)按不同对称类型的选择定则已在第三卷§ 9 7中讲述过了. 

由分子的对称性质得到的选择定则是很严格的.此外还有一 
些建立在如下假设基础上的近似 定则： 振动是谐振动，函数 a ik ( g ) 
或可以展成振动坐标3的幂级数.这些近似定则来源于谐振 
子的已知选择定则;按照谐振子的选择定则，只有对振动量子数改 


① 这里我 们未考虑由于分子的振动与转动之间的相互作用而引起的效应（参看 
第三卷， §104). 

② 这些光谱在红外区，一般出现在吸收谱中. 

③ 自然，振动波函数的对称性质和振动势能的具体形式无关，特别是与第三卷 
5101 关于振动为谐振动的假设无关， 
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变 At ； 二士 1 的跃迁，谐振子坐标2的矩阵元才不等于零. 

§62. 谱 线的自然宽度 

迄今为止，我们在研究光的辐射和散射时，把系统(誉如说， 
原子） 的所有能级都看成是严格分立的.但事实上激发能级由于 
发射而有一定的蜕变几率，所以其寿命是有限的.按照量子力学 

•- ■ S 

的一 般原理 ，就 会得出这样的 结论： 能级是准分立的，具有某种有 
限（当然是很小)的宽度（参看第三卷 §134), 可以写成五一 ir/2 
的形式， r ( r = r / 幻为单 位时间内该状态所有可能的“蜕变”过 
程的总几率. 

我 们来研究这个情况是如何影响辐射过程的 （ v . Weisskopf , 
E . Wigner , 1930). 很显然，由于能级存在一定的宽度，因而发出 
的光不是 严格单色的， 频 率有一定展宽 Ao 〜厂（=/7幻.这时， 
由于辐射系统初态的寿命是有限的，所以，自然提出寻求发射给定 
频率 的光子的总几率而不是单位时间内的发射几率的问题， 首先， 

我们对原子从 某个激 发能级 

* 

— 厂 1 

到基态能级私的跃迁计算这个总几率.基态能级&的寿命为无 
限大，因而是严格分立的 • 

设妒为原子和光子场的波函数，泣=泣 (<>) +浐为这个系统的 
哈密顿算符，而 f 为原子和光子场的相互作用算符，我们来求薛 
定谔方程 

+ ( 62 : 1 ) 

at 

的解.将解写成系统的非微扰态波函数的展开式： 

v ( O ^ 0, = 2^( Oe - u ^^ 0) . (62. 2> 

r r 
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对于系数 tG ), 我们得到方程系 

vexp { i(A — 心） <}• . (62.3) 

设1 v > 为能量 （ =私+0> 的态，在这个态中，原子处于基态能 

m 

级丑 2 , 且有一个确定频率⑦的光量子;这个态我们用符号 | co 2> 表 
示.在初始时刻，系统处于态|1>，该态是原子被激发到能级 

且不存在光子.换句话说,在《二0时我们应该有 

«! — 1, a y * — 0 对于 | v f 〉#| l 〉. (62.4) 

方程 (62. 3) 在这个初始条件下的解（波函数适当归一化）给出 
. t 时刻原子产生跃迁1->2并发射一个频率间隔为 do 的光子的 
几率： 

- \ a aZ ( t )\ 2 dco . 

我 们感兴趣的是 〖— OO 时的极限几率 

diy — | a w2 (°°) ) 2 do >. (62. 5) 

为了使问题更为明确，应该回顾 一下： 在一级近似中求跃迁 
1—2 在单位时间内的普通发射几率时(不考虑能级宽度)，必须把 
方程 (62. 3) 右端的所有 cv ( t ) 代之以 （62. 4) 的值，然后将这样得 
:到的解对大的《值进行检验（比较第三卷§ 42). 现在我们可以更 
为精确地阐明这个 方法： 它所涉及的时间比激发能级的寿命短; 
所说的大的 f 是指比时间 1/( 私 一 A ) 大，但仍然比 1// Y 小. 

在现在的情形下，所考虑的时间可以和1/厂 1 相比似，函数 

) 按如下规律随时间 衰减: 

a 1 (t) = e- r ^ i/ \ ( 62 . 6 ) 

但是，对于原子发射产生的态 | v '>, 函数《/(〖）随时间递增.如果 
从给定能级尽不但能跃迁到能级舄，还可以跃迁到原子的各个 
不同能级，那么将有许多递增函数 a At ), 其中每一个都对应着一 
个态；在这个态中，原子处在一定的能级上,且有一个适当能量的 
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光子.然而，在方程 （62. 3) 的右端仍旧只保留了一项 （| v'〉=l 的 
项).实际上，非零矩阵元只存在于这样的跃迁中：其中具有相同 
能量的光子数目改变 1. 因此，若各个态包含一个能量相异的光子， 
矩阵元必定等于零. 

这样，对于心 2 (( ), 我们有方程 

乂 ” q 
u V 

==<o2|F|l> exp I i(o>-o> 12 )<- (62. 7> 

(式中在〜 2 (0)=0的条件下进行积分，我 ffl 
求得 

a oZ ^(co2\V\l} 1 — 卿 { 咖一 ’) 匕厂 4 / 2 } (62 . 8> 

CO — 6>12 + 1 / 1/2 

因此几率 dw (62.5) 为： 

加 = i < 谭 1 1〉 I - ( 一； ; )V/ t /T 

由于宽度/"1«^>12,所以在因子 K ^2| F |1>| 2 中可以假设^ = 
这时，量 2^ r |〈 ca 2| F | l > r 为发射光子的普通几率（单位时间内). 

所发射的光子具有频率叫 2 以及除频率外的其他特征量，如运动 

方向和极化.为了简化符号，迄今为止我们没有提起这些量.我 

们看到，几率对这些特征量的依赖关系完全由因子 Kw 2 1 F 1 1> 1 2 决: 

定.所以，考虑能级宽度不会改变极化性质和辐射的角分布. 

对光子的极化和运动方向求和 

r i ^ = 27t'E\< ： co2\V\l}\ 2 (62.9) 

得到通常的总发射几率，也是能级尽中由跃迁 1—2 引起的宽度 
部分(能级分宽度)，它和总宽度不同.总宽度厂！产生于该准 
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稳态所有可能的“蛻变”方式的总贡献①. 

对几率 dw 进行同样的求和，我们得到发射光频率分布的最 


后表达式 



_ do? _ 

(<^]2 _ 公 ） 2 + 厂 ？/ 4 


(62. 10) 


式中 w ^ r ^/ r , 为跃迁 i ~>2 的总相对几率.这是一种色散 
型分布.公式 （62. 10) 所描写的谱线形状是孤立不动的原子所固 
有的，叫做自然形状②. 

现在设原子的能级馬也是激发能级，具有有限宽度厂 2 .为 
简单起见，我们假设这个宽度是由于原子跃迁到 基态仏 并发射 
一个光子而产生的[最后结果 (62.12) 与这个假设无关].这时态1的 
蛻变过程可以看成在§59中所研究过的两个光子的发射过程. 

s 

这个过程的矩阵元(暂不考虑态2寿命的有限性）由如下公式给 
出： 




(62. 11) 


I ；公式 ( M . 2 )中的态2变为态0,而对《的求和中只剩下与态2的 
原子所对应的项，由于^接近 E 2 — E 0 时的共振,这一项很大].现 

在如果考虑到态2的寿命有限，只需在 （62. 11) 中进行代换 E z -^ 
E 2 — ir 2 f 2, 因而 


(o>6o r 0\V (2) j 1> = 
把矩阵元的这个值代入 


〈 6)0/01 F | 6)»2|F11> 

Eq — J? 2 + (i)’ + i 厂 "2 * 

(0 的方程[该方程与 (62.7) 的差别只 


① 当然，公式 (62. 6 ), (62.9) 可以通过对山（0求解类似于 (62. 7) 的方程得到. 

我 们看到 ，跃迁到连续谱的态(产生一有限的能级宽度)不一定有光子发射.强激 

发 （ z 射线激发）能级在裒变时可以发射一个电子且形成一个此于基态的正离子（俄歇 
效应）. 

② 它不同于一原子与其它原子相互作用所引起的增宽(碰搲增宽)，或者由辐射 
•源中原子的不同速度所引起的增宽(多普勒増宽). 

* 286 • 



是下标不同],经过与 (62. 8) 完全相同的推导,我们 得到： 

〜 w ' 0 ( co ) 

= _ {oxo f 0\V\co2y (co2\V \iy _ _ 

( cO f — < D20 + i 厂 2 / 2 ) (6)+6 /— £ i > io+i 尸 l /2) 

发射0> 和 0/ 先子的几率等于 

dw= |a tt ^ 0 (oo) I ^dcodo* 

二 厂 厂 2 呤 0 _ dcodco , _ 

2 tZ 2 jt C — ① 20) 2 + 厂 i /4][(公 + 6>’一6>10) 2 +厂？ /4] 

(62. 12) 

此式当6《 2 。和 < O ^ O l2 时具有 尖锐的峰值，这也是理应 如此. 

与跃迁 1—2 对应的谱线形状可以由式 （62. 12) 对 dV 积分 
得到（积分区域可以扩展到从一 oo 到 + CO ). 如果利用复变量 
在复平面上半部的无限大半圆封闭积分路径，则积分的计算非常 
简单，其结果由被积函数在极点 

CO f — 0>20 ^ 厂 g/2 和 6>’ 二 Ci>i 。 _ r i/2 

上的留数之和决定,最后我们得到 

d «, - W n r ' 2 ^ r * ( £0 _ G ) lJ )2 ^ ri + r 2 )74 , (62 . 13 ) 

式中叫=为二重跃迁 o 的总几率①. 

谱线（此 13) 的形状与 （62. 10) 的区别仅仅在于代换 A -> 
十厂 2 * —谱线宽度等于初态和终态宽度之和. 

一般来说，谱线宽度不等于跃迁 1—2 本身的几率，就是 
说，并不与谱线强度成正比（像在经典理论中那样).由于厂,+ 

因而谱线宽度比较大而强度比较小. 


①在更复 杂的情 形下,为从跃迁 1—2 开始并在能级0上 結束的所有级联跃迁 
的总几率. 
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§63. 共振荧光 

在光的散射问题中，当入射光的频率0接近一个“中间“频率 

或0„ 2 时,考虑能级的有限宽度是很重要的，这就是所谓的共 
振荧光 ( v . Weisskopf, 1931). 

我们来研究系统（例如原子)处于基态时的非混合散射，因而 
初、终态能级为同一能级且是严格分立的.设光的频率接近某个 
频率0^,这里 Ti 是被激发的能级，所以是准分立的. 

解决这个问题可以用上节所阐述的方法，但是在这里不需要 
那样做，因为它与准分立能级的非相对论共振散射问题完全相似， 
请读者参看第三卷 §134. 按照在那里得到的结果,散射振幅必规 
包含一个极因子 



另一方面，当 % W » r n 时，公式应该过渡到非共振公式: 
(59. 5). 由此可见，所求的散射截面可由式 (59. 5) 作简单代换 
E n —irjz 得到,而对 k 的求和仅限于共 振项： 

1 ⑽ 1> 

求和是对所有与共振 能级仏 对应的状态(具有不同的角动量分量 
值见„)进行.态1和态2属于同一“基态”能级,但可由 t 和 
相区别 • 

截面 (63. 1) 在0 = 6^时有极大值，其数量级为 a max 〜 
< o 4 d ^/ rl 由于自发跃迁 《— ：(的几率及宽度厂所以此值为 



与共振区域以外的典型值〜比较,此值与光波长的平方 同数* 
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缴，且与精细结构常数无关. 


我们着重指出，由于散射前后原子都处在严格的分立能级(其 


.态能级)上,因而初级光子和次级光子的频率是完全相同的.所以, 
如果入射光是单色的，那么散射光也是单色的.如果入射光具有 
谱强度分布 /(«), 而且函数 /( o >) 在宽度上变化很小,那么散 
射光强度将正比于 * 




(co~co nl ) 2 - {- r\/4 


(63.3) 


这样一来,散射线的形状与能级 A 的自发发射谱线的自然形状完 
全一乾 


截面 (63. 1) 所对应的散射张量为 


d)2fid)nl 


{ C ik ) 2 \ 


CO„i — Cl) — ir* n /2 


特別是 ，极化张量 


(63. 4) 


^2(di) ln (d h ) nl 

aik ^ (Cik)lt ^^ nl ~co-irj2 ' 


(63. 5) 


可以立即看到，中间激发态能级上增加的虚部破坏了极化张 
量的厄密性(甚至当频率低于电离阈时)，而虚部的出现直接与光 
的吸收相联系. 

原子吸收一个光子后，迟早要重新回到基态并发射一个或数 
个光子.所以，从这个观点来看，吸收截面不过是所有可能的散射 
过程的总截面 〜①. 另一方面，按照光学定理 (59. 25)，这个截面 
可由极化张量的反厄密部分表示. 

由（63.5)算出张量《^，将它代入 (59. 25), 我们求得吸收 一 


①必须强调，这里所说的是系统处于稳定基态中的吸收.对于激发态而言，这个 
狗题的说法将是不同的，这是因实验时间的有限性所致. 
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个频率为 0( 接近的光子的截面公式: 


= I d ni *e\ 2 co 


n/2 


(63 , 6> 

w 

在/\— 0 的极限情形中，这个公式中的最后一个因子趋于办 

_ f 

函数 (5(0—0^). 这与以下事实相 一致： 在这种情况下能吸收 

一个具有特定频率的光子.设入射在原子上的光具有谱的和角的 

、 

能流密 度心. ，[比较式 (44. 7)]，这时光子数通量密 度为^ ^ d 0 d O , 


而吸收几率为 


— a^^^dcodo 


(63. 7) 


如果函数 心 在宽度上变化很小，那么，对频率积分 


后我彳门得到 


—4jt 2 2 \d n ie\ 2 l k< ,,(co nl )do 


n 


另一方面，按照式 （45.5), 


dw a * 


2jz 


^\d in ^l 2 do 




^\d n {e\ z do 


Ji 


H 


是自发发射一个频率为％ 1 的光子的凡率，于是我们回到公式 
(44. 9). 


孀 
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第七章散射矩阵 


§64： tt 射療幅 

碰撞问题的一般提 法是： 已知系统的初态(一组自由粒子），求 
各种可能的终态（另一组自由粒子)的几率.如果用符号表示 
初态，碰撞结果可以写成叠加 

( 64 . 1 ) 

/ 

j ， 、 

式中的求和是对各种可能的终态以>进行的.这个展开式的系數 

(简写为 知) 组成敢射矩阵或 S -矩 阵①,它的平方 
就是跃迁到某个确定状态 I />的几率. 

只要粒子之间没有相互作用，系统的态就不会改变，这种情况 

将相当于单位矩阵(无散射情况).在任何情况下，总可以方便 

* 、 

地把单位矩阵分离出来,把散射矩阵写成如下 形式： 

Su ^d u +i (2^ys<^ (P f ~PdT f{ , (64. 2) 

f r 

式中的 5 V ,‘ 是另一个矩阵.在第二项中分出了一个表达四维动量 
守恒定律的四维3函数 和尸 /为初态和终态中所有粒子的四维 
动量之和)，而其余因子是为了今后方便引入的.在非对角矩阵元 
中，式 (64. 2) 中的第一项不出现，因而对于跃迁； ->/, 汐矩阵元和 
T 矩阵元之间有如下 关系： 

心产 i (2;r)M ⑷ （ P/—(64. 3) 

分出 3 函数后所剩下的矩阵元 3^ 叫做 散射振 W . 


①来自英文 Scattefing 或德文 Sueuung. 

■ 
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当取模 I Ad 的平方时出现 <5 函数的平方，它应该这样来理 
m： < 5 函数来自积分 

6< 4 > (Pf-Pi) =T^r-w(64. 4> 

(2tt) 4 J 

如果对 Pf^Pi 计算另一个同样的积分(由于已经有'一个3函数）， 
并且积分遍及某个很大、然而有限的体积 F 和时间间隔 <，我们将 
得到 h /(2; r )^). 因此，可以写出 

r 

| 厶 " 1 2 = {2nYd^ (P f ^P { )\T u \ ^Vt ； 

此式除以就得到单位时间内的跃迁几率 

w “ 产 (2/r) 4 <5 (4) (Pf-P.yiTfi^V. (64. 5) 

每个(初态的和终态的）自由粒子都用自己的波函数——捧幅 
为《的平面波描述(对于电子，就是双 旋量； 对于光子，就是四维 

礞 

矢量； 等等).散射振幅的结构形式为 

(64. 6) 

• S 

左边为终态粒子波函数的振幅，右边为初态粒子波函数的振幅 ， C 

•fc 

为某个矩阵(与所有粒子波振幅的分量指标相关). 

蕞重要的情形是初态只有一个粒子或两个粒子：黹者为衰 

* 

变，后者为两个粒子的碰撞. 

首先我们研究一个粒子衰变成任意个动董为 Pi (在动量空间 
元 ndy a 中）的其它粒子的情形（指标《为终态粒子编号，因而 
2/ > i = P / ), 在这个空间元（且在归一化体积中的状态数为 

n ydy fl 

(2充) 3 —， 


① 这一点可用另一种方法证明：首先在有 限范围内计算 M 4. 4) 中每一个坐标你 
积分，然 后利用 第三卷的公式 (42. 4)，取其趋于无限 太时的 极限： 

sin z ai 
Vm 

l *00 fa 

© 为使 VI 算更 直观起见,在 本节中我们不隍设归一化体积等于1 * 
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表达式 (64. 5) 乘以此最得， ， 

dw=(2^ys^(P f -Pi) l y " l 〒 n _ 货為 ' (6 ^ T> 

计算矩阵元时所用的所有粒子的波函数,都应该归一化为“体 
积 F 中有一个粒子”.对于电子,这就是平面波 （23. 1); 对于& 
旋为1的粒子，这就是式 （14. 12); 对于光子为式 (4. 3). 所有这些 
蚰数都含有因子 l/VGF〆 为一个粒子的能量.但是，为今后 
计算方便，在粒子的波函数中都不写出这个因子，而将它包含在几 
率的表达式中.这样一来,电子平面波为 

I 

ip ~ ue~ ipx f uu ~2 m 9 (64.8) 

而光子波为 

A ~\/ 4 ^ ree ~ l/rx , ee * = — 1, ek ~0, (64. 9) 

用这样的函数计算的散射振幅用表示(以区别 T Si ). a 

然， 

Tft= (2e,V-^2e , 1 V-0 ,/2 ； (64.10) 

对每一个初态或终态粒子，分母中都有一个因子特別是， 
我们可以把式 (64. 7) 的衰变几率写成 

du,=(2,)^( P/ -pj|i.f^^n 7 ^fe» ( 64 . u > 

式中 e 为衰变粒子的能量；正如我们所期待的，归一化体积从这 
个公式中消去了® 

若衰变产生两个粒子（动量为 i>;，M 而能量为 4), 可以 
消去3函数以使公式 （64. 11) 有更为确定的形式.在衰变粒子的 
静止参考系中， 1>V 二 —M 三 P’， e, i + e r 2 = m . 我们有 


①如果终态粒子中有汉个是全同的，为求出总几率,对它们的动量积分时应该引 
入因子1/况!，这个因子考虑了以粒子的交换相区别的态的同一性. 
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心 =☆ ⑷ 1 2 士去 <5 (M + P W W 十 4 - - W 义心 


第一个 3 函数在对 d ^ 2 积分时消去，而微分 d 3 ^ i 可以改写成 


d 3 〆 




p f 2 d \ p f \ do =\ p f \ (64. 12) 


< 这个写法的正确性很容易从 = 看出） •对 
dO ; + 4) 积分消去第二个3函数，我们得到 

dtt ^^^ M/i|2|P ' |d0 ，. （64 * 13) 


现在我们来研究动量为久和办，能量为〜和 O 的两个粒子 
的碰撞.碰撞结果，它们变成动量为 P ' a 的一组任意数目的粒子 ♦ 
式 (64.11) 现在可以写成 


dw= (2 江） 4 6 ⑷ (P f ~Pi)\ M fi 


_1_一 TT dV a 
4e,e 2 ^ (2jr) 8 2fia* 


然而，在这种情形下我们所感兴趣的量不是几率，而是截面 
da •对洛伦兹变换不变的截面可以由 dw ; 除以量 




Ve^ez 


(64. 14) 


得到,式中的 J 代表四维标量 

I — ( PiPz ) 2 ~ " m \ m \ (64. 15) 

〈参看 第二卷§ 12)®. 在质心坐标系中 ( Pf - PzHP )， 

/=| 1> |( e I + f 2 ), (64. 16) 


因而 


(64, 17) 


①方今后引用方便， J 也可以写成另一种 形式： 

I 1 = — (iwi+m!) 纛 ] [*— (nti - (64# 15a) 

4 

式中 S^(Px + Pl)K 
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:这正是碰撞粒子流密度的一般定义 （ Vl , 为碰撞粒子的速度) 夂 
油此可见，截面公式为 

dor =( 2 ,)— 去 (64 .⑻ 

在终态也只有两个粒子的情形下,由4：式消去3函数,可以把 
它写 成最后形式.让我们在质心坐标系中研究这个过程.设£= 
£ i~h e 2 = e \ + e r 2 为总能量， f>i = — p 2 = l > 和 ！>;=—/>& 为初态 
动量和终态动量.如推导式 （64. 13) 时那样消去6函数,于是我们 
得到 

w dc， ( 64 . 19) 

(在弹性散射中，碰撞时粒子的性质不 改变： I〆 卜 | p |). 

这个公式还可以改写成另外一种形式，为此，引人一个不变 
量 

t =■ (pi — j?J) 2 — ^1 + w; 2 —2(yj5) 

— tfi[ 2 — 2€\e[ -\-2\pi I Ip^ 丨 cos ?， (64. 20) 

崎为和 P ; 之间的夹角.在质心坐标系中，动量和 

仅仅由总能量 e 决定，当£给定后， 

di = 2 |p | |/>’ 丨 dcos0. (64. 21) 

所以，在式 (64. 19) 中代换， 

do ; — — d^dcosfl — 

十 2\p\\p f \ 9 

令为 P ; 对 JPi 的方位角②.因此， 

① 在任意参考系中， 

1 _ . 

J = ^rV(Vl — Vz) 2 — (tf 1 X tfz) 1 • 

此式可以化成1 //朽情形下的一般流密度，因而， 

Ivx — Vil / V . 

② 在这类情形中，嫌分的符号是显而易见的.下面为简单起见，我们将把 d(-G 
写成心,等等 • 
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如 - 64 ;r (64.22> 

(我们根据式 (64. 16) 再次引入不变量 /). 方位兔 < P 以及形甙为 
(64. 22) 的截面在不改变粒子相对运动方向的洛伦兹变换下是不 
变的.如果截面不依赖于方位角，公式 （64.22) 将取特别简单盼 
形式： 

. ■ 

(64 . 23) 

如果有一个碰撞粒子非常重(它的状态不因碰撞而改变)，那. 

么它在碰撞过程中所起的作用就是一个不动的恒定场源，另一个 

粒子就在这个场中被散射.由于在恒定场中系统的能量守恒 

(而不是动量！ ）， 当这样理解碰揸过程时，就可以把 S 矩阵元写成 

. (64. 24> 

在 Whl 2 的表达式中，一维 <5函数的平方应当理解为 

匚 < 5 ( 丑 /— > ^ S(Ef — ED t, 

2tc 

然后，[像推导式 (64. 11) 那样]将 TV , 换成就得到在恒定 
场中一个粒子被散射而在终态产生一定数目别的粒子的过程盼 
儿率： 

d 『 2 雜-舰 

在这里 ， K = A ) 仍是初态粒子的能量.和4是终态粒子的动 
fi 和能量.散射截面由除以流密度得到， v ^\ p\/e 
为散射粒子的速度.最后，从结果中消去归一化体积，我们得到 

da = 2, S ( E f - e ) | M ti | ^ (64.25) 

在弹性散射的特殊情形下,终态也是一个具有同样动量(在致 
値上）和同样能量的粒子.进行代换 dY — pMIp ' IdV 二 
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WdeU ?'， 并对 de ' 积分消去 d ( e f - e ) 9 我们得到截面 

da^-j^lM^do^ ( 64 . 26 > 

最后,如果外场依赖于时间(譬如说，做一定运动的粒子系的 
场)，汉矩阵中也就没有能量的3函数.这时，知二，将〜按 
-式 (64. 10) 换成以后，例如说，场产生一组确定数量的粒子, 
这一过程的几率为 

d-=l^l 2 E(2^- (64 . 27) 


S 65. 极化粒子的反应 

在这一节中我们将用一个简单例子说明，计算散射截面时怎 

样考虑参加反应的粒子的极化态. 

设初态和终态各有一个电子.这时，散射振幅的形式为 

M fi = A ik n k )^ ( 65 . 1 ) 

式中 m 和/为初态和终态电子的双旋量振幅，4为某个矩阵(与 

参加反应的其它粒子——如果有的话——的动量和极化有关). 

散射截面和 jilfnl 2 成正比.由于， 

(U f Au)* = u f y°*A*u* = u*A + . 

或者 

{u f An) * uAu\ ( 65 * 2 ) 

式中 ® 

A^y°A + y°, — 

0 而 


①由于构成矩阵 j 的需要，为了后面引用方便，我们给出下列等式(其正确性* 

, I p 

♦ 


不难证明的 ）: 


y= y 5 = — y», = y B y M * 


(65,2o> 
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I M f i 1 2 = ( u f Au ) { uAu f ) = (65. 3> 

如果初态电子处于密度矩阵为 P 的混合态(部分极化的)，如: 
果我们想要求出终态电子处于一定极化态〆的过程的截面，就必 
须对双旋量振幅分量之积进行 代换： 

于是 

| M fi \ 2 — Sp ( p r ApA ). (65. 4) 

密度矩阵 P 和〆由公式 (29. 13) 给出： 

f 

P=~^~(yP+m)[l — Y 5 (Va)] (65. 5> 

(P^ 与之相似). 

♦ 

如果初态电子是未极化的，那么 ' 

P=4"(V》+ W ). (65. 6) 

用此式进行代换等价于对电子的极化求平均.如果想要确定终盔 

f 

电子具有任意极化的散射截面,还必须假设〆= (V，+ m) / 2 ，并 
将结果乘以2;这个运算等价于对电子的极化求和.因此我 O 
得到： 

镢化 ^ 

(65. 7) 

式中的 S 表示对初、终态极化求和，而因子1/2使一种求和变成 

极化 

求平均. 

式 (65. 4) 中的密度矩阵 p' 是一个辅 助量, 本质上,它表征把冬 
态电子的两种极化分开的检测器性质，而不是这种散射过程的性 
质.于是出现了由散射过程本身产生的电子的极化态问题.如果 
P (/) 表示这种态的密度矩阵，那么在〆态中检澜到电子的几率可 
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以由 p (/) 在 〆 上的投影即 sp ( p 〃>，) 得到, 这个量和相应的截面 
即成正比.和 (55. 4) 比较，我们得到 

(65.8) 

我们知道, P (/> 应该具有形 ^：(65. 5), 其中含有某个四雒矢量《〃>， 
我们只需确定后者.为此,可以利用公式 (29. 14), 但是用下面所 
说的方法更简单. 

我们在§29中看到，四维矢量《的分量可以用三维矢量 C 的 
分量表示， C 是电子在其静止参考系中的（二倍）自旋平均值.电 
子的极化态完全由这些矢量确定，用它们表示散射截面也很方便 • 
显然，无论是对初态电子的矢量 C , 还是対终态电子的矢量 C ', 

I M si V 都是线性的.作为 r 的函数，它具有如下 形式： 

\ M fi \ 2 ^ a ^ S - C 9 (65.9) 

这里的 a 和 >8本身都是 S 的线性函数. 

式 (65. 9) 中的矢量是由检测器分出来的终态电子的特定极 
化.和密度矩阵 P ( n 对应的矢量不难用下面的方法求出.根 
据上面的论证， 

IU 2 〜 Sp(p'〆”). 

由于这个量的相对论不变性，可以在任何参考系中计算它.在终 
态电子的静止参考系中，根据 (29. 20), 我们有 

〜 (l + < r . S ，） （l + cr . C (/ 〉） 

所以 

与 (65. 9) 比较，我们求出 

C ( ^=J3Ia. ( 65 . 10 ) 

由此可见,算出作为参数 r 的函数的截面，也就给出了极化 c :/) . 

在初态电子数或终态电子数大于1的较复杂情形下， 计算方 
法和上述相类似. 



例如,初态和终态各有两个电子,散射振輯将具有如下形式：： 

式中仏 、》2为初态电子的双旋量振幅，<、4为终态电子的双旋 
量振幅.构成平方|说州 2 时，将出现形如 

\n\Au x \ l \KBu z \ z 

和 

⑻ Audin f t Bu t ) («i Du t y 

的项,前者可以化成形如 (65. 4) 的两个迹的乘积,后者可以化成如 

a 

下形式的迹： 

Sp(p\Ap i Cp , i Bp i D). 

正电子用“负频率”的振辐 《(—?) 描述.在有正电子参加盼 
反应中，和上述分析的唯一区别是密度矩阵的表达式中 w 前的符 
号与( 65 . 5 )、（ 65 . 6 )中不同[比较式( 29 . ie ) 和（ 29 . 17)]. 

我们来研究参加反应的光子的极化态. 

每一个初态光子的极化以四维矢量 e 的形式（而每一个终态 
卑子以0的形式)线性地出现在散射振幅中.在每一种情形下，在 
截面（即 lilfhl 2 ) 中都出现四维 张量〜 为了过渡到任意的部, 
，分极化态的情形，这个张量应该由四维密度矩阵（四维张量 Ph ) 


代替 

, ' ♦ 

\ 

特别是，对干非极化光子，按照 (8. 15), 

(65. 11> 

1 

Pmv = — 

(65. 12) 


由此可见，对光子极化的平均等价于在中对相应的两个张 

量指标进行缩并®. 

. • - 


， ①式 (65.12) 把对光子的两个实际可能的极化求平均化成对四维矢置 e 的四个 

独立方向求平均. 
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如果想要对光子的极化求和而不是求平均，就必须用二倍盼 

f 

: M 代替 


—一心 (65.13) 
极化光子的密度矩阵由公式 (8.17) 给出.式中所出现的四维 
矢量#>、《< 2 >的选择通常由问题的具体条件决定，在一些情形 
呤，这些矢量与某个参考系中确定的空间方向相关；在另一些情 
形中,把这些矢量与问题中所出现的特征四维矢量——粒子的四 
维动量联系起来更为方便. 

在式 (8. 17) 中，光子的极化用组成“矢最”的斯. 

* \ * 

托克斯参数描述.与电子的情形一样，必须把终态光子的极化 

b k 

名^与检测器分出来的极化区别开来.如果已知散射振幅的平 
方是参数 f 的 函数： 

•, I 

那么，和式 （ S 5.10) 完全类似，极化 f ⑴ 二 Bja . 

§66. 运动学不变量 

S ^ 

我们来研究初态和终态均只有两个粒子的 St 射过程中几个运 
-动学关系式.这些关系式是从一些普遍的守恒定律导出的，因而 
其正确性既和粒子 的性鹛 无关，又和粒子间的相互作用规律无 
关. 

我们把四维动量守恒定律写成一般形式，在这里,没有预先规 
定哪个动惫馬于初态粒子，哪个动量属于终态 粒子： 

9 l +《2+?3 +殳 4=0* (66. 1) 

在这里，士 h 为四维动量矢量，其中两个属于人射粒子，另外两个 

b 

属于散射粒子。散射粒子的动量为 一 g a . 所以两个 L 的时间分 
暈#>0,两个 L 的时间分量 9° a <0. 

* 

除了四维动量守恒外，还必须遵守荷的守恒定律.在这里， 



“荷”不仅仅理解为通常的电荷，而且还可理解为对粒子和反粒子 
具有相反符号的其它守恒量. 

当参加过程的粒子的类型给定后,四维矢量％的平方就是粒 
子质量的平 = 根据时间分量 g ° a 所取的数值和荷的数 
值,我们得到三钟不同的反应.这三种过程可以写成 

I) 1 + 2->.3 + 4 ，） 

II) 1 + 3->2+4,1 (66. 2) 

III) 1 + 3 - >2+3. 

在这里，数字代表粒子编号，数字上的短划表示相应的反粒子.把 
一 种反应变成另一种，即把粒子从公式一端移到另一端，相当于 
改 变对应时间分 S M 的 符号以及载荷的符号(即把粒子换成反粒 
子)•当然，过程 (66. 2) 的 逆反应也是可能的. 

(66. 2) 式的三种过程所讨论的是一个单一的(广义的)反应中 
的三种交叉 通道. 

我们来举几个例子.如果粒子1和3为电子，2和4为光子， 
则通道 I 为光子被电子散射；由于光子是真中性粒子，通道 III 与 
I 相同 • 通道 II 是电子-正电子对变成两个光子.如果四个粒子 
都是电子，则通遒 I 为电子-电子散射，通道 II 和 III 为正电子- 

电子散射.如果粒子1和3是电子，2和4是 p 子，则通道 I 为 
e - g 散射，通道 III 为 e-]i 散射，通道 II 为电子对&变成子 

对 —• 

研究散射过程时，由四维动量组成的不变量具有特别重要盼 

意义.不变的散射振幅就是这种四维动量的函数 (§ 70). 

由四个四维动量可以组成两个独立的不变量.实际上，由于 

式( 6 6.1),只有三个四维矢量 t 是独立的.设这三个 g a 是“ 

< i 2> ^ 它们可以组成六个不 变量： 三个平方量 d 、 gi 、 gi 和三个 

乘积前三个是已知的质量平方,后三个满足由等 
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式 




得出的一个关系式① • 

然而，为了得到更大的对称性，考虑三个(而5是两个)不变量 
较为方便. 这三个不变量 可以取 

s = (?1+?2) 2 = ( 办 +?4) 2 ，） 

< =(?1 + 办） 2 =(92+?4) 2 ，1 (66.3) 

«= ( 穿 1 + 穿4) 2 = (92+ 分3) 2 . ) 

不难看出，它们满足关系式 


式中 


5+ t + U = h ^ 


(66-4) 

_ 

a * 


在 i 通道 （ i ) 中，不变量 s 具有简单的物理 意义: 


(66. 5) 
它是碰撞粒子 


(1和 2 )在其质心坐标系中的总能量的平方[当豹+ 1> 2 ==0时, 
^-(^+ f 2 ) 2 l 在通道（ II )中，不变量 i 具有类似的意义；而在 
通道（ III )中，不变量《也具有类似的意义.因此,常常把通道 I 、 
IUII 叫做$通道夕通道和《通道. 


不难用每一个通道中碰撞粒子的能最和动量来表示每个不变 


景〜我们来研究\通道.在粒子1和2的质心坐标系中， 
四维矢量 L 的时间分量和空间分量是 


Ql=Pl=(^Ups)- ?2 = ? 2 =( 芒 2 , — ?•)• 

?3 =— 声 3 =(― 石 3, 一 Pi ) • ?4 = — 1^4 = (— ^4, Pi) 


( 66 . 6 ) 


1) 在有《»4)个粒子参加反应的一般情形下,独立敗不变畳数等于3»—10.实 
际上，这时共有4»个董:《个四维动置如的分置.它们之间有《个函敖式 gj 二 
守恒定律2和= 0给出四个关系式.可以任意取值的有六个量，这个數目与定 义一殷 

洛论 兹变换(一般的四维转动）的参数数目是一致的.所以，独立的不变置数为 h-n 
— 4 — 6 = 3« —10» 
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( p a ,/>; 中的下标 s 表示这些动量属于 s 通道中的反应).这时 


S — elf 6 = 十右 2 =c 3 + 艺 4; 


(66.7) 


4 spl =[s—(w 1 + ^ 2 ) 2 ]C 5 —(mi—m 2 ) 2 ], 
4sp f t 2 = ls— (t» 3 + m 4 ) 2 ]|>— (m a —m^) 2 ]; 


( 66 . 


S 


2 < ^h—s+4p s -p\^—(ml-~ml)(ml ~m\) f 

s 

二 ^ A —* 5 —~ m P f s + — (w J — 7»1) (/n| —wj). 

s 


(66. 9) 


在弹性散射中 （ Wi = w 3 , m 2 = w 4 ), 我们有 |jM = IP : i , 因而 G = 
以 h 这时我们得到比式 （66. 9) 更简单的公式 


t — — ( P « — l > a ) 2 = —2 pJ (1— COs 0 3 ),) 

\ ( 66 . 10 ) 

u — — 2 p](l + cosOg ) + (ei — e 2 ) 2 * ) 


式中心为九和之间的夹角.在这里，不变量一 〖是碰 撞中被 
传递的三维动量的平方. 

对于匕 w 通道，只要简单地交换一下指标就得到类似的公 
式：对于6通道，只要在式 (66. 6) —(66. 10) 中交换 s 和 f , 2和 
3；对于《通道则应交换 s 和 a , 2和4 • 


§67. 物理区域 

当我们把散射振幅看成独立变量心<,«的函数时(它们仅仅 
以关系式《+£+«= A 相联系），必须区分物理上容许它们取值的 
区域和不容许取值的区域.与散射的物理过程对应的值应该满足 
一些条件，这些条件来朦子《维动量守恒定律和 d （即每一 
个四维矢量的平方都是一个给定量). 

两个四维动量之积 
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fan> m a^ 


( 67 . 1 ) 


所以，如果 qa = Pa , 9 b = Pb (歲 q a = — Pa ， — Pb ) ，便有 

(? a + ?&) 2 = ( p a + Pb ) z Xfn a + Tn b ) 2 ; 

或者如果知=?。，办=—?&，就有 

+ ( Pa - Pb ) 2 <(^ a — m b ) 2 . 

因此，对干 S 通道中的反应来说， 


( m 1 + m 2 ) 2 <5^( m 3 4-«»4) 2 ,) 

( m ! — m 3 ) 2 > i <( m 2 — m 4 ) 2 ,> ( S 7. 2) 

(»»! — m 4 ) 2 > tt <( m 2 — m 3 ) 2 ) 

(在 < 通道和 《 通道中，也有类似的不等式). 

为了找到其余的条件，我们构造一个和任意三个四维矢 ih 


之积对偶的四维矢量二例如 

[a = 9 i 9 a * (67. 3) 

在一个粒子(曹如说，粒子 1) 的静止参考系中， 1 = (??,0). 这时 
L 只有空间分量所以是类空间矢量，在任漱 
参考系中 , P <0 •将 L 2 展开,我们得到条件 

ql ^3 1 


«2^1 q\ qtQz >0. (67.4) 


ksA ql I 

这个条件可以通过不变量对几个通道写成同一的 形式: 


式中 


stupas+ bt + cu, (67* 5) 

r m 

•» 

ah= (wiiwil —wimj) (f«i +tnl —m| —mj),] 

bh~ — > (67. 6) 

ch~ {m\m\ — m\m\) (mf + 17*4 — 7712 —ml),) 


<T. W* B. Kibble, 1960). 

为了图示变量的取值区域，比较方便的办法是利用平 
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面内的三角坐标（所谓曼德尔施 
塔姆平面; s . Mandelstam , 1958)： 

坐标轴是三条直线，相交构成等 
边三角形.沿着与这三条直线垂 
直的方向计算坐标 A G «(指向三 
角形内部的方向为正，如图5中 
的箭头所示).这样一来,平面内 
尚每一个点都有对应的 s , tt 

值，其大小(连同符号）由该点到三个轴的垂线长度表示.基于已 

知的几何定理，条件成立（假设等边三角形的高为 
A) ①. 

我们来研究主通道 (5) 为弹性散射的重要情形.这时,粒子的 
质量两两相等： 



= = m 2 =m 4 至 fu ( 67 . 7 ) 

设衍> 〆 •在条件（盯. 5 )中我们有 

k= 2 (m 2 + ft 2 ), a=c=Op b= — 2 , 

因 TO 


由这个不等式决定的区域的边界包括直线£=0和双曲线 


( 67 . 8 ) 


⑽ =( w 2 — 卩 2 ) 2 ， (67. 9) 

这个双曲线的两支分别在扇形 «<0, s < 0 和扇形«>0, tt >0 内, 
而轴和«-0为双曲线的渐近线.式 (67. 8) 现在可以写成 


t > 0 , — 或 t <0, 5 tt <( w 2 --// 2 ) 2 - 

此外，根据条件 (67. 2), 在 s 通道中还必须考虑不等式 S>(»n + 


①例如，把 P 点（图 5) 与三角形 ZBC 的三个顶点连搂起来，我们得到髙分别为 
的三个三角形，其面积之和等于三角形 ABC 的面积,于是我们得到所求的关系 
式.当 P 点在三角形外时，也可以用同样的方法证明. 
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#) 2 , 在 m 通道中还必须考虑 ( m + fi ) 2 ; 这时，其它不等式必然 
成立.于是我价发现，通道1, 11,1110^,11) 对应于图6中的阴影 

部分，称为物理区域. 



图6 图7 


如果 P = (粒子2, 4为光子)，双曲线的下支和轴£ = 0相 
切，物理区域如图7所示. 

如果 w 二/ i , 则式 (67. 8) 的区域边界和坐标轴重合，物理区域 
: m 8所示的三个扇形. 



图 8 


在四个质量都不相等的一般情形下,方程 

stu — as -^ bt-^cu (67. 10) 

决定一个三次曲线，它的各支就是三个物理通道的物理区域的边 
界，如图9所示.设 
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上(参看图 9 中的虚线).这条直线与 c 的符号关系如图9所示. 
当 c <0 时， u 通道的物理区域包含一部分坐标三角形的面积.因 1 
而,在这种情形下，量 A ~«可以同时为正.边界曲线的三支都以 
相应的坐标轴作为渐近线[利用关系式 + 从方程 (67. 
10) 中消去一个变量，然后令其余两个变量中的一个趋于无限大， 
就能证明这一点].一般来说，除了方程 (67. 10) 所确定的边界以 
外，条件 （67. 2) 不再会给出任何新东西.与 (67. 2) 中的等号相应 
的直线和图9中画阴影线的物理区域不相交，其中有的和这些区 
域的边界相切，对应于变量 S 〖或《在相应通道中的极值. 

当一个粒子的质量大于其余三个的质量和时 （《* 1 > r » 2 + m 3 + 
m 4 ), 除了通道 I , II , HI 以外，还可能有第四个反应通道，对应于 

銳变 
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IV ) 1->2 + 3 + 4. 


(67. 11) 



:对于这个通道，在蛻变粒子的静止参考系中， 

qi = ( m \,0) 9 (― — P2 )， ffa - (― — h ), 

q 4 = (— e 4f — 史 4 )， ^2+ + ei = m i9 1>2 + Pa + J>4 

不变釐为 

s = ml -f m \ ― 2 m \ e ^ 1 
t — 7nl — 2m { e Z9 > ( 67 . 12 ) 

u = m\+m\ — 2mi€ 4 . J 

曲式 (67. 1), 现在我们可以 得到： 

<肌 3 十 — m 2 ) 2 ，l 

(ffi 2 +w 4 ) 2 ^^(mj —rw 3 ) 2 , ? (67. 13) 

(7 n 2 + m 3 ) 2 <«<0 ?h — w 4 ) 2 . _) 

，由此可见,三个不变量都是正的，所以,蛻变通道的物理区域在坐 
标三角形的内部. 

习 題 

1. 求物理区域.设三个质量相同： 

K 4 IT — — + • 

解方程 （67. 10) 可以写成 

stn — fi 2 (m 2 — (I 1 ) *, ( 1 ) 

而且 

s + f + w = 3 p 2 + »**• 

区域 i , n , in 以形状相同的三条曲线为边界(对于 i : «> o , t < o , u < o ； 
对于 II 和 III 也是一样).如果 m >3 p , 则方程 (1) 也有一个分支（闭合曲 
线)： s >0, i >0, w ：>0 形成通道 IV 的区域边界（图 10), 

2. 同上题，设三 = 饥 4 = 0， n»>ju (例如，反应 P +v > 

-e + v). 

•• I . - 

解条件 (67 P 5 ) 可以写成 

stu ^ m z ^ s 9 

而且物理区域的边界为轴 s = 0 和双曲线 tu = m 2 ^ (fy 
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( f ^) 1 


^mr 


w 


■^5 遂 


\ 


图 10 


图 11 


两支（图 ID . 

3. 同上题，设 r»i = tn 3 Em ， m z — 0 P 并且 wi >2 .a (例如，反应 _ 

P+Y — —p + Jt 0 ). 

解边界方程 (67. 10) 变成 

stu — ais + n) +bt, 

ah~ m 2 〆, bh = m A (2m 2 —〆 ）,h — + 

消去 W , 我们得到 

+ s — 今+^0, 

当 s 给定时，这是*的二次方程.在 s >( m +//) a 的条件下 （ a 通道的区域）， 
每一个 s 对应着两个负的《值.当 ( w + 〆 ) 2 时，二次方程的两根相等： 
t = - m ^/( m + fi ), s 通道的区域边界如图32 所示. 边界曲线的下面一- 
支以轴 w -0 为渐近线，而上面的一支和此轴交于点 t = ^/(# — m ”. 

«通道的区域和 s 通道的区域是对称的，而《通道的区域如 r 12所示_ 
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§88. 按分波振幅展开 

I 

2分析 

o-\^b ^ c~\~ d ( 68 . 1 ^ 

这种类型的反应时，重要的一步是把散射振幅展成分波振幅.在 
粒子的质心坐标系中，每一个分波振幅（在总能量 e 给定 的条伴 
下)部对应着粒子的一个确定的总角动鼉值 J®. 

由此可见，这些分波振幅是动量表象中的况矩阵元 

因为角动量 J 及其在给定2轴上的分量 M 守恒，所以 S 矩阵对它: 

们(以及能量6是对角化的.由于空间各向同性，因而对角元素 

与 f 值无关.当入 e 给定后，散射矩阵仍然是关于自旋量子 

数的矩阵，我们将这个矩阵的元素写成更简明的形式： 

< eJMK f [ S I eJMX>~ <；/ | S J (t > \X), (68. 2) 

式中 A 和； l' 是一组自旋量子数，在这里它们很自然地被看作是粒 : 
子的螺旋性.和自旋在空间任意轴上的分量不同，螺旋性对自由 
粒子也守恒.它既与粒子的动量对易，又与粒子的角动量对易 
(§16). 因而，在散射矩阵的动量表象和角动量表象中，螺旋性均。 
可使用. 

按照螺旋性指标写出的没矩阵元叫螺旋性散射振幅，因而 A 
和分别代表初态粒子和终态粒子的螺旋性：七，々 )，^ ™ 

(^CJ ^ d )- 

在动量表象中，散射矩阵元是对态 I 定义的（其中的 n = 
/ >/| p| 是质心坐标系中相对运动的动量方向）；而在角动量表象中、 
是对态I 定义的.它们通过展开式 

①§ 68, § 69中的大部分结果都来源子 M . Jacob 和 G . C Wick 的工作 （19 59 t 
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I JMK)^ 11 nA)(nA | JMA)do n (68. 3) 

互相联系，式中的积分是对方向 n 进行的（为简单起见，在态的 
符号中略去了能量由于这个变换是幺正的（参看第三卷§ 12), 
逆变换的系数为 

<JMA | nA) = {nA | JMA}*. (68. 4) 

按照矩阵变换的一般法则，这两个系数决定了两个表象中的占矩 
阵元之间的关系： 

(n f A , \S\nA}^^2 < n ^| JM>! I 沒 I JMK){JMX\ nA). 

J¥ 

(68.5) 

利用 §16 的结果，不难求出展开式 (68. 3) 的系数. 

设所有 态的波函数都在动量表象中表达，即可以写成动 S 方 
向的函数(在能量为已知的条件下).作为一个独立参数，这个方 
向用〃表示，以区別作为态的量子数的方向 n . 在这个表象中，波 
函 数具有 （16. 2) 的 形式： 

tnx (m) ^u (A) 6 [2) (u~n). ( 68 . 6 ) 

将式 (68. 6) 代入 （68. 3), 后者化为 一项： 

= ( 68 . 7 ) 

两个粒子的螺旋性人和々定义为粒子自旋在各自的动量方 
尙上的分量.如果粒子的动量 Pa ^ P ^ Pb — ~ Pt 则第一个粒子的 
动量方向为 n ， 第二个粒子的为 — 现在如果把系统看成在方 
向 n 上具有螺旋性 d 的一个单一的粒子，则根据式 
(1 S . 4), 它的波函数(在动量表象中）可以写成 

( 68 . 8 ) 

, - ' • 

i 比较 7) 和 (68. 8)， 并且把 p 换成 n ， 我们就得到所求的系数 

(nA\JMA) = (n). ( 68 . 9 ) 
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把这些系数代入式 （68. 5), 我 们得到 

I 

<W p | rU > = ( n f ) D c / i * ( n ) O f \ S J \ A) f 


JM 


( 68 . 10)> 

A -- X a ~ X hJ A f ~ A C — A d , 

式中采用了简化符号 (68. 2). 如果取方向 n 作为3轴，则 

(^) AM9 

且式 (68. 10) 变成如下形式： 

( n f )( A f \ S J \ A >. (68.11> 

J " 

我们看到，按分波振幅展开的表达式中，函数 D Ta 是作为系 
数出现的.对于式 (68. 1) 那样的反应，较为方便的做法是定义一个 - 

散射振幅/,使质心坐标系中的截面为 

da - \( n f A t \ f \ nA '>\ 2 do , (68. 12) 

与 (64. 19) 比较，可以把这个振幅与矩阵元联系起来].散射: 
振幅按分波振幅展:开时可以写成 

< n f A f j / 1 rU > = XI ( 2 J + D DTu ( n f ) D ^ *( n ) 〈 | 尸 U >, 

JH 


(68. 13}、 

或者把 2 轴选在 n 方向上， 

<7t f A / lflnA)=^(2J + l)D^(n f XA r lf J IA>. ( 68 . 14y 

J 

这个公式是无自旋粒子的散射按分波振幅展幵的推广[参看第三 
卷 （123. 14)] •由于 DAkPt ( cosfl ), 当自旋为零时， （68. 14) 化筛 

为按勒让德多项式的 展开： 

/W = 2 ( 2 乙+ 




截面 （6& 对应于&有粒子均有确定蜾旋性的情形.如果 

:粒子处于混合极化态，则截面可由下列乘积 

对粒子的极化密度矩阵 

求平均而给出（参看204页第一个脚注).例如，当非极化粒子《, 
* 之间的反应生成非极化粒子 cj 时,我们有 


dcr = 


do 

(25 a + ir(2^ & Tl) 


2 ^^+郎^十 1 ) 

(JO JJ f 


x<A c h\f J \^>x(A c A d \r (nOW*(n 0 


(68. 15) 

(2 轴在 n 方向上，; 2 表示对 A , 怎,為求和).按照第三卷 

U > 


<58. 19) 对函数进行代换，然后利用第三卷 （110.2) 的展开 
最后我们得到 


da = 


_ do _ 

{2s a -p 1) (2s & + l) 


2 (-D 

<^ jj 9 


A-A f 


(2 J + l )(2 J f + l ) 


x(AMf j iwaMf r \^y 

， ^(2L + l)( J Jt L \( J Jf L \p L( cose) 
l \J —A 0 )\ A f ― A * 0 / 

(68. 16) 

如为 n f m z 轴之间的夹角)；对 Z 的求和是对 J 和， 进行矢量相 
加时出现的所有整数值进行. 

散射振幅按分波振幅的展开式，充分反映出与空间转动对称 
性相关联的散射角分布的一切性质.但是,这个展幵式并没有明 
确展现出与空间反演对称性相关联的性质/如果相互作用还具有 
/不变性，则将导致不同的螺旋性振幅之间的某种关系（参看 


5 69). 
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§69. 螺旋性散射振幅的对称性 

P ， T ， C 变换的对称性(如果已知粒子的相互作用过程真正具 
有这种对称性)所附加的条件，使不同的螺旋性散射振幅之间出现 
一些确定的联系，从而减少了独立振幅的数 目①. 为了确定这种 
联系，我们首先确定二粒子系统的螺旋性状态的对称 性质. 

让我们在二粒子的质心坐标系中研究它们.设一个粒子的动 - 
量为 Pi = P , 对方向 P 的螺旋性为另一个粒子的动量为 P 2 = 
— P 9 对方向一 P 的螺旋性为七 • 如果两个粒子的螺旋性都对同 
一个方向 P 定义，其值将是 A 和一 因此,两个粒子将分别用振 
幅为和 *4^ 的平面波描述，而二粒子系统将用由釉 
wpp 之积组成的多分量的函数描述 • 

现在,我们把系统看成在 n = pf \ p \ 方向上具有螺旋性/ = 
的一个粒子.于是可以对具有一定的入况,乂，為(以及总能: 
量 d 值的态写出波函数(在动量表象中，即作为 n 的函数） 

( n ) J^^ 9 A = A l - Z 2 (69. 1> 

[比较 （68. 8)]. 因为 d 是总角动量在方向上的分量，所以应该 
有 

| A | < J. (69. 2> 

根据式 （16. 14)，在反 演时， 

Pu (AlA2> ( n ) = 77 i ?7 i M < ^ 1；2) (― tl ) = — l )* J+ * 2 ~ Al+;l2 

x u ( ~ Al - Az } ( n) P (69.3) 

fh ， W 为粒子的内禀宇称.同样，利用式 （16. 10) 可以求出函故 

①当然，独立振幅的数目本身并不依赖子^矩阵的具体表象，它对任意选择你 
自旋变量都一样， 
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(69.1) 的变换 规律： 

P ^ jMX 1 A 2 = V \ n 2( — l) Sl + S 2 ~ J ipjM -^ A % - (69. 4) 

r • ^ 

如果两个粒子是全同的，还有交换对称性问题.粒子的交换 

^ • • 

意味着交换它们的动量和自旋.为了说明对函数 （69. 1) 应用这一 
运算的意义，我们注意到在交换的定义中包含着一个不对称性，即 
两个粒子的角动量在同一矢量 A =!>( 第一个粒子的动量)上取分 
量.茭换以后，这个矢量由 i > 2 = — 1>代替，角动量义和土在此矢 
量上的分量将是一 A 和(而不是在 P 上的分覺 A 和 一 人).因 

此，粒子的交换算符对函数 （69. 1) 作用的结果可以写成 

4 \ 

(式中仍有」=烏一 / U ). 然后利用式 （69. 3) 和 （16. 10), 我们求出 

r ■ 

- ( C 9. 5) 

式中的 〜 = S 2 三 

对于全同粒子而言，所容许的态只能是交换对称态（对玻色 
子）或交换反对称态（对费米子）.由于前者出现在粒子的自旋$ 
为整数时,而后者出现在 s 为半整数时，因此在两种情形下，二粒 
子系统所容许的螺旋性状态可以写成线性组合的 形式： 

[1+(-1) 2s P J2 ]^ J 

或苦根据式 （69. 5), 写成 

+ (— (69. 6) 

值得注意的是，此式对玻色子和费米子都是一样的. 

对于由粒子和反粒子组成的系统而言，交换的结果也可以用 
公式 （69. 5) 表达.不过，和全同粒子的情形不同，在这里，两种交 
换对称态都是允许的，即可以有两种组合 

垆 土 ：= （ 一 j M (69. 7} 

- 3/6 • 



这两种态具有确定的电荷宇称 C 电荷共轭运算可以看成自旋变 
量（螺旋性)反向交换所产生的两个粒子 的所; r 参数（自旋和电荷） 
完全交换的结果.第一次运算的结果相当于两个全同粒子系统中 
的交换.由此可见，当式 (69. 7) 取“ + ”号[相当于全同粒子所容 i 午 
的态 （69. 6)] 时，系统为电荷偶宇称态，取“一”号时为电荷奇宇 
称态： 

最后,我们来研究时间反演运算.自旋为6其分量为^的静 
止粒子的波函数按照下式 变换： 

[参看第三卷 （60. 2)]. 就其交换性质而言，两个粒子在它们的质 
坐标系中的波函数也可以看成角动 量为人 分量为 I 的“静止粒 
子”的波函数.至于螺旋性它们是不改 变的: 时间反演改变 
了动量矢量和角动量矢量的符号，因而乘积不受影响.所以 

- (69. 8> 

现在我们可以直接写出螺旋性振幅的对称关系式. 

如果相互作用是不变的，那么，对于反应 

a+b - >c + d 

来说，跃迁振幅 

和 P \ W ~>^\ A c A d y 

应该是一样的（对给定的^和^).因此，利用式 (69. 4)，我们求出 


一 ㉟― 。一，—，—々>• (69 . 9> 
如果选择具有一定宇称的态,即选取组合 
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(式中水烏或 人 A ) 而不是具有一定螺旋性的态，那么，宇称 
不守恒时，跃迁振幅为零. 

时间反演使每一个态按照式 （69. 8) 变换，并且使初志和终态 

交换.因此， T 不变性引出关系式 

(A c A d \S J (e) \A a A b }^(A a A, | S J (e) | AJ d >. (69. 10) 

然而这两个振幅属于不同的过程(反应和逆反应).只有在弹性散 
射的情况下，两种过程才是本质上一样的，式 （ S 9. 10) 也才 是这# 
反应的螺旋性振幅之间的关系. 

在两个全 同粒子 的弹性散射中，由于交换对称性，不同 振幅的 
数目进一步减少.我们看到，当 J 给定 后， 可 能出现的态或 老迠 
為的完全对称态，或者是為， 々的完 全反对称态.因而 ，角动 Li 
守恒还意味着螺旋性的交换对称性必然守恒. 

同样的情况也出现在粒子-反粒子的弹性散射中（或者一对泣 
子-反粒子变成另一对粒子-反粒子，即« + « —> b + b 类型的反 
应).当 J 给定后，既可能出现对;对称的态，又可能出现对 
扃， A 反对称的态.但是，这两种态所对应的系统的电荷宇称值不 
伺.由此得出，如果粒子的相互作用是 C 不变的，因而电荷宇称守 
-恒，那么，对為， A 有不同对称性的态之间的跃迁是禁止的①•不 
过，我们必须强调一个和全同粒子的情形不同的地方.在全同粒 
子的情形中，对于每一个给定的，不存在只有一种对称性的态. 
而在“粒子-反粒子”的情形中，只禁止对称性不同的态之间的跃 
迁，而八些态本身(对于每一个 J 来说)却是存在的. 

因为存在普遍的 OPT 不变性，所以^不变性的存在也就意味 
.若存在不变性 .（7 P 不变性使这样两种反应的振幅 相等： 其中 

①非全同粒子相互作用的各向同性的不变性也可以产生一个类似的禁 P 且.例如， 
在质子-中子散射中，只要这种不变性成立，那么，对于有不同对称性的态之河 
跃迁是禁止的 . 
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一种反应是将另一种反应中的粒子全部换成反粒子（并改变螺旋 

-性的符号) ，并且七=-七，… ①： 

<A c A d II A a A b ) - I ^ "I A^) f (69. 11) 

对同一广义反应的所有交叉通道来说，独立振幅的数目是相 
同的，因此可以由任何一个通道决定这个数.例如,可以用同样数 

目的独立振幅描述弹性散射 a + 6- > a - h &和湮没 a + 5 — • > 

力 +5. 这时，第一种情形下由 T 不变性所加的限制等价于第二种 
情形下由 C 不变性所加的限制. 

我们还要讨论一个粒子衰变成两个粒子的反应: + c •在 
质心坐标系（即粒子 a 的静止参考系）中，我们有= — pc - 等式 
Ja jb -f* 3c 点乘以我们得到 

1 =水一尤 （69.12) 

(定 义粒子 a 的螺旋性4为其自旋在一个次级粒子动量方向上的 
分 fi ). 可以说,此式是该过程所具有的附加对称性(对方 向仏和 
- Pc 的轴对称性)的结果.如果粒子 fl 的自旋〜小于 5 & + 5 c , 那么 
式 (69. 12) 将减少所容许的数值组 H A 的数目；从而减少衰变 
的独立螺旋性振幅的数目.这时，总角动量，等于初级粒子的自 
旋 s a ， 因而是一个固定值. 

衰变时的户不变性由下式表达： 






〈一 A bf — A c | | — 七〉 


( 69 , 13 ) 


I 在这里，除应用了式 （69. 4) 以外，还应用了单一粒子波函数的变 
换规则 （16. 16)]. 

如果初级粒子是真中性粒子，那么 C 宇称守恒时还会出现进 


①既然这两个振幅属于不同的反应，它们之间躭不会互相干渉；因牝， ( o 9.] l > 
中的相因子就没有意义，可以假设它等于 1. 只有从 （69. 11) 推出的截面公式才有实 
麻意义 • ， ' 
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一步的限制.在这里必须区别三种情形.如果衰变产物也是真中 
性粒子.，必定有 = 这个条件要么完全禁止衰变，要么被满 

足而不出现新的限制.如果粒子&和 C 完全不同，那么 c 不变性 
将在不同过程 ( a >6 + c 和 a >5 + e ) 的振幅之间建立一种关系.最 
后，对于衰变 a — & + 5有一种限制,因为当电荷宇称 C 和总角动量 
/ =〜给定时，系统不是处于螺旋性对称态，就是处在螺旋性反对 
称态,依数/的奇偶和 C 的符号如何而定. 

CP 不变性意味着衰变 a ->6 + c 和 a ->5 + c 的振幅 相等： 

We\S J \ ( 69 . 14 ) 

(式中知=— ‘，•••)， 即粒子和反粒子的衰变几率相等.如杲粒 
子的衰变方式不止一种(即通过不同的通道衰变)，此式对每个通 
道都是适用的.但是我们着重指出，这个结论是基于不变性， 
mcp 不变性并非自然界的普适性质，只有 cpt 不变性才是普适 
的，这一要求本身只能导致等式 

此式右端是衰变的逆过程.我们将在§ 71看到, C 7>： T 不变性条件 
将和么正性要求一起，在粒子和反粒子的衰变几率之间仍然会弓 t 
出某种关系，虽然这种关系受到更多的限制. 

习题 

• • 

K 

1. 利用式 （69,6) 求双光子系统可能状态的分类. 

解在这种情况下，士 1. 当<^为偶数(/>0)时，根埋 (69.6 ) r 
允许三个对； I ” A 对称的态： 

当*/为奇数(且•/ >1) 时，允许一个反对 称态： 
d) — 

态 c ) 和态 rf ) 也具有确定的宇称(+ ：0 : 按照式 (69. 4), 

户（分 / JI 1-1 士 於 / JW - ll ) = 土 （ ~ 1) 3 士於/篇-11); 
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(因子土 （一1)7=1， 因为括号前的“+”对应着 J 的偶数值，而对应着 J 的 
奇数值.态 《) 和态 &) 没有确定的宇称，但是，可以由它们的组合 

a ’） b r ') at \\ — 

得到偶宇称态和奇宇称态.当/ = 0时只允许七=；1 2 (根据条件 H — A 2 |< 

J ), 因而态 C ) 不出现，只有一个偶宇称态和一个奇宇称态 Y ) 和 6 f ) .最 

后，当 J =1 时，对奇数 J 唯一可能的态 d ) 也被禁止，因为这时 A =2> JT . 

这样一来，我们就傳到可允许状态的表 (9. 5). 

2. 在非相对论性近似中，系统的总角动 SJ 由自旋沒和轨道角动量1 

♦« 

的相加求出.试对二粒子系统求态和态之间的联系. 

解按照角动量相加时波函数的组成法则，我们有 

i > JLS3i = ^{ 1 P*iff 1 1 p8,vt\ cr l Cr 2\ ^>Msy } 少 s \ JMy (1 ) 

这里妒 „ 为自旋 s (在固定 2 轴上的分最为 CT ) 的本征函数， ^是 轨道角 
动量 1( 分量为 U 的本征函数；大括号内的表达式相当 于力加 ^给出 
然后沒和 L 相加给出求和对所有的 m 型指标进行.在动量表象中把所 
有函数都写成（动量 P ^ Pi 的）方向 n 的函数，并且利用第三卷 ( S 8. 7) 把函 
数通过螺旋性状态的函数表示 出来： 

i 3 szet ~ ^ ( W ) ^tu-Ai* 

又 2 

对于函数分我们有 

^LU L = yLM L (^) =* X， ^ 2 ^ 1 D 0M L (n) 

1： 这里利用了第三卷的 (58. 25) 和定义 （16. 5)]. 把这些函数代入（1)，且两次 
使用第三卷中的展开式 （110. 1) 和克莱布许-髙登系数的正交性公式 
(106. 13), 就得到 i ) JLSM 的展开式 

^JLSM~ ^ 1 J A 2 | j LS (2) 

:式中 

^JMX\X% = ^»Aj ^«, - AM ^ ~~ 又 2* 

系数为 
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= (— i) l ( 一 1) W 


V (21+1)(2汉+1)( 






由于变换 (2) 是么正的，因而我们有 


( 3 > 


§70. 不变振椹 

在螺旋性振幅中使用了一个特定的参考系——质心坐标系. 
但为了利用协变微扰论计算散射振幅（以及为了研究它们 的一般 
解析性质），把散射振幅写成明显的协变形式是比较方便的. 

如果参加反应的粒子没有自旋，那么散射振幅仅仅依赖于四 

维动量的不变乘积.对于形如 

a + b - >c + d ( 70 . 1 ) 

的反应，这些不变量可以是§66中所定义的量 s ， t , u 中的任意 ： a 
个.于是，散射振幅化简成一个单一的函数 = 

如果粒子具有自旋，那么，除了动力学不变量 s , 外，还应 
该有由粒子的波动振幅组成的不变量(双旋量，四维张量等).这 
时，散射振幅的形式应该是 

Mfi = ^2fn(^OF nP (70.2) 

n 

式中的 K 是与所有参加反应的粒子的波动振幅(以及它们的四维 
动量)线性相关的不变量.系数/ 〆 心0叫做不变振幅. 

如果所选的波动振幅与具有一定螺旋性的粒子相对应，就能 
得到确定的不变量值那么，螺旋性散射振幅就是不 
变振幅九的线性齐次组合.由此可以看到，独立 函数九 的 
数目等于独立的螺旋性振幅的数目.由于独立的螺旋性振幅数容 
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易确定(如 § 69 中的阐述)，不变量 A (其 数目 已预先知道）的组成 
也就容易多了. 

我们举几个例子.在这些例子中，我们假定相互作用都是I 7 
不变和 P 不变的. P 不变性意味着不变量 A 应该是真标量(而不 
是赝标量). 

1/2 自旋粒子对零自旋粒子的散射 

为了计算不变量的数目（即独立螺旋性振幅的数目），我们注 
意到这 时^^ 矩阵元的总数(即不同的 為， 不， ％的组合数）等 
于 4 (A = 不 = 0,七，％ = 士 1/2). 考虑到尸不变性，独立矩阵元的 

数目减为2,且7不变性不会改变这个数目. 

两个独立的不变量可以取为 

Fi = U r u ， F % = v! (yK)u, ( 70 . 3 ) 

式中，《二 a( P ), tt'=zi<y) 分别为初态费米子和终态费米子的双旋 

量振幅.瓦=^：+^'，&和 F 分别为初态玻色子和终态玻色子的四 

维动量①. 

显然，式(70_3)的两个量是7不变量.这是因为在时间反演 

下，乘积与算符和的变换规律 (28. 6) 相同， 
且前者是后者的矩阵元•.乘积本身是不变的，而四维矢量 
按下式 变换： 

^2 f y°n~>u t y°u f u r yu^> 一 u ( yu. 

四维动量也按照类似的方式 变换： — cr，一K), 因而，标 
量积 F 2 = 是不变的. 

两个1/2自旋的全同粒子的弹性散射 

①乍看起来，似乎还可以组成如这样的不变置[矩阵的定义见 
(28.2)]. 然而，如果考虑守恒定律 k f =p+k-p f 和双旋量振幅所满足的方程 

(yp)u~tnu f u f {yp f ) =m«% 

躭会发现，这样的不变 S 可以化成式 <70.3). 
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为了计算独立的螺 旋 性振幅 数， 比较方使的做法是从螺旋性 
状态的线性组合 出发： 

• k I I 

, • • 

式中的下标士指出两个粒子的螺旋性量子数 （士 I / 2 ).两个粒手 
交换时，态 2 a 3卩不变,而态 w 变号.可见跃迁是禁止的, 
因而，考虑交换对称性时，还有 16 — 6 = 10 个矩阵元.对午反演 P , 
函数分 ur 和的宇 称与^ ^的宇称相反，它们之间的跃迁被禁 
止，这就使独立振幅数减少到 6. 最后， T 不变性使跃迁1卩->3分和 
3分->1卩的振幅相等，所以总共只剩下5个独立振幅，可以选5个 
独立的不变量如下： 

F x ^( u \ u {) ( W2M2 ), F 2 =( MiV 5 Wl ) («2 y 5 M 2 ), j 

，《】) ( u f 2 y M u 2 ), F 4 = ( utyy ^ Ui ) ( MaV ^ V 5 ^),>(70. 4) 

^5= («i o* 、〗 ) ⑻ a 〜 w 2 ), j 

式中 A , 〜为初 态粒子的双旋量振幅，而 W 为终志粒子的双旋 
量振幅.初态（或终态）粒子间的交换不会引出新的不 变量： 新的不 
变量可以通过先前的不变量表达（参看§ 28的习题).但是，表迖 
式 (70. 2) [其中的 R 由 （70.4) 给出]显然没有考虑到两个全同费 
米子的交换必然要改变散射振幅的符号这个要求.满足这个要求 
的表达式可以写成 

Mfi = C («i Wj) («2«2)/l tt) — («2«l) (w'l M 2 ) /l (M, t)2 + 

(70. 5) 

当和或 Pi 和史2)交换时，运动学不变量5 ->5, t -> U , U ^ t f 
因而上述要求必然得到满足. 

自旋为0或1/2的粒子对一个光子的弹性散射 
这类过程的振幅可用满足下列条件的类空的四维单位矢 a 
e <2) 来表达 ： 
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(70. 6) 


^<1)* __ 一 i , 任⑴ g ( 2 > = 。， 

e ⑴ A = e ⑺ A = 0 ， eU)k r —e^k f =0. 

(这两个四维矢量都可以作为四维单位矢量，用以对初态光子或终 
态光子的极化性质作不变性描述——参看§ 8). 

设&和 F 分别为光子的初态和终态的四维动量,而 P 和，分 
别为散射粒子的初态和终态的四维动量.我们来研究四维矢量 

px =p x_ hp n_ K ， pK-hp f K ^ 

N x = e w Pp/hKp ， 

式中 


(70. 7) 


K — y q = p - p f — k f ~ k . 

它们显然是互相正交的，并 SL 也与四维矢量反,？正交，因而还与 
正交.既然它们与类时的四维矢量咒正交（兄 2 = 2々 F > o ), 它 
们自身必定是类空的（实际上，在 K =0 的参考系中，由 KP = 0^ 
以得出 Po =-0, 因而 P 2 <0) •令 


e 


0 )X 


N x 


^/~ N 2 9 


e < 2 ) A _ 


V 


X 


W ， 


(70. 8) 


将 P 和，归一化,我们便得到具有所需各种性质的一对四维矢量. 
可以看到， e < 2 > 是真矢量,”是赝矢量. 

借助初态光子和终态光子的四维极化矢量 e 和 〆 ，光子的散 
射振幅可以写成 


M Si =F^e\ (70.9) 

光子的螺旋性只能取两个值(士 1), 因而在一个零自旋粒子对 
一个光子的散射中，独立的螺旋性振幅数等于2,这与零自旋粒子 
和1/2自旋粒子的相互散射一样.式 (70. 9) 中的张量仅仅由 
粒子的四维动量组成，可以写成如下 形式： 


⑴ " + / 2 e ⑴ V 2 ”， (70. 10) 

式中的/ 2 为不变振幅.应该指出，中没有包含乘积 

X * 
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的项，因为这个乘积是赝张量，当代入式 (70. 9) 中时将得到膺 

标 fi. 

最后我们来研究一个 1/2 4 自旋粒子对一个光子的散射.为了 
计算独立的螺旋性振幅数，我们看到，在这种情况下，妒矩阵元的 
总数为 16( 两个初态粒子和两个终态粒子中的每一个都可有两个 
螺旋性的值). P 不变性要求使这个数减少到 8. 最后， T 不变性 
要求又使它减少到 6. 

在这种情况下,张量仏，可以写成 

Fw = G q e { pe { p) J rG l (6 尸 4 2> + e! 2 % 1 )) + 

+ G 2 ( ere ^ efe ^) + G z ( e ^ e ^ (70. 11) 

式中的％, A 为真标量，仏，％为赝标量，这四个量都是费米子双 

旋量振幅 ） 和《⑪)的双线性式,即形式为 

O n = u ( f ) Q n u ( p ). (70. 12) 

矩阵仏 的一般形式(在双旋 fi 指标方面）为 

Qo ^ f ^ fziyK ), a = v 5 [/ 3 +/ 4 (r 幻] 

Qz = y 5 Lfs^fe(yKn 9 Q 3 =/ 7 +/ 8 (yiO ， 3 ( • 

式中 + 系数 厂 ，…，/ 8 为不变振幅，在这里是8 个（而不 

是6个)，因为还没有考虑! Z 7 不变性要求. 

时间反演交换粒子的初、终态四维动量,也改变它们的空间分 

量的 符号： 

(k 0 , k)<-^(k f 0 f — fc ’），(poy P) ^ (jPo> — P)» (70.14) 

光子的四维极化矢量按下式 变换： 

(e 09 e)^(e t 0 * 9 ~e , *) ( 70 . 15 ) 

〔比较 (8. 11a)]， 因而 

( e o* e 3> * e 0 f e \* e k ) — CQ * e if e^e,*). 

由于这最后一个变换，散射振幅 (70. 9) 的不变性条件等价于 

( F qo ,F jo , F ik ) >( F 00 , F ki ) m 
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另一方面，由于代换 (70. 14), 我们有 

(K 0 ,K)~^(K 0 , —K), (qo,Q)~>('-Qo,Q)f 

(P 0} P)^(P 0 ,-P) f (N 0 t N)-^(No f ~N ) 9 

.以致 


(4 1 ， 2 〉 〆 1 ， 2 )) —(y。 1 ， 3 ), — e 山 2> >. (70. 16> 

因而，从表达式 (70. 11) 出发，我们必定有 


(? 0 


，1，3 




0,1，3, 


G 2 ~^ — (?2* 


但在时间反演下， 

u r y 5 m-> — S'v 5 w ， ' y 5 ( v/T) 汉一 > Vv 5 ( y 欠）过 , 

从赞标量和赝矢量双线性式的变换規则 （28. 6) 来看，这也是很明 
显的.由表达式 (70. 12) 和 (70. 13) 可见，由于散射振幅的 T 7 不変 
性，必定有 

/ 3 = /e = 0. (70. 17) 


§71. 么正性条件 

散射矩阵应该是么 正的 : ^ + = h 或用矩阵元表 达为： 

(默) " = (7 L 1) 

n 

式中的《表示一切可能的中间态①.这是 S 矩阵的最一般的性 
质，它保证了状态的归一性和正交性在反应中得以保持(比较第三 
卷§125, § 144). 特别是，等式 (71. 1) 的对角元只不过表达这样一 

个 事实： 由已知初态到一切终态的跃迁几率之和等于1,即 

y ^ t \ s ni \ z = i . 


①当然， （71,1) 中心 # 的实际意义与量子数的具体选择和系统波函数的归一化有 
关.它的定义应该使 







将形如 （64. 2) 的矩阵元代入 (71. 1), 我们得到 

T fi ^Th = U2^y^6^(Pf-~-Pn)T fn TU 

n 

= i(2jvyY ^(Pf-Pn)ThT^ (71. 2) 

71 

我们在等式右端写出两种等价的形式，这是由于把么正性条件分 
别写成及々 + = 1或及+及 =1( 即交换及和沒+的次序)而得出的.我 
们看到，这个等式的左端是 T 的矩阵元的一次式，而右端是二次 
式.因此,如果相互作用（譬如说，电磁相互作用）包含一个小参 = 
数，那么左端将是一级小量，而右端是二级小量.在一级近似中 r 
后者可以赂去，因而有 

(71. 3) 

即矩阵 T 是厄密的. 

为了賦予么正性条件 (71. 2) 以更具体的形式，必须明确对 f 
求和指的是什么.让我们就两个粒子的碰揸来研究这个问题，并 
且假定守恒定律只容许弹性散射.这时，式 (71. 2) 中的所有中间 
态也都是“二粒子”态.对它们的求和意味着对中间动量 pi 
分，并对两个粒子的自旋量子数（例如螺旋性 )/1" 求和： 

用§64中那样的方法消去3函数，便得到“二粒子的”么正性条: 
件为 

〜一 巧 = 7& 啪 0 ", 

式中的/>和 e 分别为质心坐标系中的动量和总能量.根据式: 
(64.10) 将振幅换成后，便可消去归一化 体积： 

馬广见 1 二 馬 (71. 4> 
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我们这样定义弹性散射振椹，使# 

da =\( n f A f \ f \ nA )\ W , (71. 5) 

, 

4 

n , n ' 分别为初态和终态动量的方向；分别为初态和终态的自 

, \ 

旋逯 子数.与 （64. 19) 比较，就可看出 

I 

( n / A f \ f \ nA ) = ^~ M fi , (71. 6) 

OJte 

而么正性条件 ( 71 . 4 ) 变成 ^ 

(7 L 7) 

r b 

f 

此式是非相对论性理论中的常用公式[第三卷 （125. 8)) 的推广 ]• 
零角度弹性散射的振幅是对角矩阵元在这个矩阵元中， 
t 立子的终态和初态是一样的①.对这个振幅，么正性条件 (71. 2) 
取如下形式： 

2 lmT u - (2. t ) ^\ T in \ 2 d (4 > (Pi ~ Pn ) • (71. 8) 

n 

此式右端与初 态丨给 定的一切可能的散射过程的总截面（我们记 

• r 

怍只差一个因子.事实上，几率（6 4 . 5) 对态/求和并除以流 
密度义 便得到 

▼ 

, • 

3 « 


因而 



♦ TucMu / ( 2 e l y ^ 2 £ 2 V ) ( e if e 2 为粒子在质心坐标系中的能 


①应该强调指出，我们所说的正是 T 的矩阵元, 
去单位矩阵以后的对角元素. 


而不是及的矩阵元，即从^中咸 
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量)，并将 （64. 17) 的 j 代入,就消去了归一化体积，而有 

lmMii=2\p\ecr t . (71.9)" 

这个公式就是所谓的光学 定理. 如果引入弹性散射振幅 （71. 6 ), 
便得到 光学定 理的一般形式： 

(71. 10) 

4jt 

[比较第三卷 （14 2 . 10)：. 

如果 S 矩阵是在动量表象中给出的（分波振幅)，那么，由子 
它对 J 是对角化的，么正性条件可以对每一个 J 值单独写出. 

例如，若只有弹性散射是可能的，么正性条件可以写成如下 
形式： 

I 

J^<A f \s J \A ff ya\s J \A ff y*^3, A r. (71.11) 

+ 

由于 T 不变性，弹性散射矩阵是对称的[比较 (69. 10)3, 因而可以 
化成对角形式.这时，么正性条件要求对角元素的模等于1,因而 
一般可以写成 

^ = exp(2i^„), (71. 12) 

式中，心„为实常数,是能量的函数(指标 w 标志一给定 J 的对角元: 
素).在一般情况下，当独立振幅数 I 超过(平方）矩阵的阶数 
时 ，使# 对角化的变换系数由/和 E 决定（这些系数不仅包括矩 
阵的主值，而且还包括与原始 的況个 量等价的独立量).然而，如 
果#等于矩阵 W 的阶数（因而等于矩阵主值的数目），则对角化系 
数是普适常数.这时,对角化状态具有确定的宇称（当然，没有确: 
定的螺旋性). 

用分波振幅 < A '| 尸 u > 表达时，条件 (71. 11) 的形式为 

(7L ny 

* 
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只要把展开式 (68. 13.) 代人 （71.7), 并考違到刀函数的正交归一 

— 

•性,就不难证明这一点.如果存在 r 不变性，矩阵是对 

, , • 

r* 

称的，式 (71. 13) 变成 

lm{X\f J \Ky^\p\a t \f J S J -\X\ (71. 14) 

如果这个矩阵被对角化，它的对角元素就是 


[exp d ) 一 1]= 



exp ( i <5 /rt ) sin<5 /n . 


(7L 15) 

最后，我们给出一些由么正性条件和 CPT 7 不变性得到的结 
论.不变性 给出： 


T fi ^=T Uf (71. 16 ； 

式中，状态『和7与状态6和/的区別在于全部粒子换成了它们 
的反粒子（且在动量不变条件下角动量矢量改变符号).特别是, 
:对于对角元柰， • 


rp _ rp _ 

上 ii — ^ i i * 

S 此，由式 (71. 8) 和 (71. 9) 得出，对于粒子之间和反粒子之间的 
反应,初态给定的所有可能过程的总截面都是相同的. 

特别是，粒子和反粒子的总衰变几率（即寿命）相同.这些结 
果连同粒子和反粒子质量的相等 (§ U ), 是由相互作用的 cpy 不 
变性得出的最重要的结果.我们知道（参看§69末)，对每一可能 
的衰变通道单独而言,这样的结论要成立，还要求遵守不变性. 

习 题 


根据么正性条件，求核子光致介子 ( y + N -> x + N ) 的分波振幅与核子 
介子弹性散射 （n + N—^t + N ) 的相位之间的关系.这时请 注意 ： nN 
救射属于强相互作用，而光致作用和散射属于电磁相互作用. 

解分波 振幅可 以表示如下： 

<jrNp| Y N> = 〜， 



< Y N |^ iY N >^^ . 

(略去了 指标和螺旋性指标）.光致作用是电荷 e 的第一级过程， vAT 散财 
为第二级过程；因而〜 e , — 1〜 e 2 . 振幅心 * 不含小精确到 —r 
项，条件 （71,1) 给出 

^ jiV^YY "i"+ — 0, (1, 

1* (2) 
[等式 (2) 右端的 1 表示自旋变量的单位矩阵].由于7不变性，矩陈占^是 
对称的，且及1 = 我们取矩阵汉^的对角形式，即对应于具冇确定宇称 

的: T 介子态.这时由 （2) 可以得出，对角元素的形式为(具有不同的常数: 
那么，对于矩阵 ArV 的每一个元素，（1)给出 


由此得出 


S 


Sfy 


— e 2i °jr 


f 


&严土 

所以，在一个具有确定宇称的态中，光致作用的分波振幅相位由 tcN 弹性駑 If 
的相位决定. 
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第八章协变微扰论 


S 72. 编时乘积 


如果粒子间的相互作用可以看作小量，那么，粒子碰揸时所发 
生的各种过程的几率就可以用微扰论来计算.不过，非相对论量 
子力学中的微扰论形式有一个明显的不足 之处： 没有直接显现出 
相对论不变性.虽然将这种理论形式应用到相对论性问题时，最 
终结果满足相对论不变性条件，但由于中间公式不是协变形式, 
使得计算十分复杂.在这一章，我们将阐述一种摆脱上述缺点的 
由费曼建立的始终一致的相对论性微扰论 （ R . P . Feynman , 1948 
— 1949). 

在系统的二次量子化描述中，我们用少表示在自由粒子各种 
状态的占有数“空间”中系统的波函数.系统的哈密顿算符力=# 0 
+ P 为相互作用算符.令尕^为非微扰哈密顿算符的本征函 

数，每一个本征函数相应于所有占有数的某些确定值.任一函 

• , ♦ 

数 ◊可以 展开成因而，精确的波动方程 

71 


i^^(A o + t)0 ( 72 . 1 ) 

变成系数 G 的方 程组： 

iO n ^^ V nm ^ - (72. 2) 

m 

晒 

:式中 p nm 为算符贫的与时间无关的矩阵元,为非微扰系统的能 
级 （比较第三卷 §40). 



按照定义，算符 f 不显含时间.另一方面，量 

V nm ( t )= V nm ^^- B ^ 1 (72. 3> 

可以看成与时间有关的算符 

f(t) =exp(iJ6 0 t)fexp(-iH Q t) (72. 4) 

的矩阵元.我们把称为相 互作用表象中 的算符，以区别于原 

来的与时间无关的薛定谔算符广①.我们用同一字母少代表这个 

新表象中的波函数,就可以将方程 (72. 2) 在符号上写成 

= (72. 5 )、 

在这个表象中，波函数的变化是完全由于微扰的作用，即对应着由 
粒子的相互作用引起的过程. 

如果 巾“)和 少 G +&) 是两个相继时刻的少值，那么,方程: 
(72. 5) 表明： 

0{t +6t) — Cl — i(3 / 

= exp[ —i<3 卜 

从而任一时刻 G 的0值可以用某一初始时刻的少值 
表本出来： 


0 ( t /) — 泣 ex PL — 机 •紙 )] 卜⑹ • 


(7a. 6) 


式中乘积 n 是对 G 和 G 之间所有无穷小间隔求积的极限.如 
果 KG ) 是一个普通函数，这个极限就简化为 


expi 


V(t)dt 




不过这个结果能否成立,要看由式 d 6) 的乘积变为指数上的求 


①应该强调的一点是，定义 (72. 4) 中的是非撖扰的哈密顿算符，这一点与秦* 
符的海森堡表象不同.在亨学事中， 

V H (t) ^txp(iHt)Vcxp( iHt) 

(参看第二卷§ 13和本书后面的§ 102). 

♦ 
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和时，属于不同时刻的因子之间是否对易.算符广（《)没有这样的 
对易性，因而木能化土通常的积分. 

我们可以把式 (72. 6) 写成符号 形式： 

0 ⑹ =rexp j-i J : j < P (^) (72. 7) 

式中的 T 为编时符号，它表示乘积 （72.6) 的各相继因子的一定 

(“编时的”）时间顺序.特别是，当 — oo , G —+ oo 时，我们有 

0( + 00) =>§0(-00), (72. 8) 

式中 

r +<» 

螫 

—1 

J — oo 

式 (72. 7)—(72. 9) 是波动方程形式上的精确解.这种写法的 

b 

意义在于，我们能很容易地得出微扰的幂级数 



V{t)dt 




(72. 9) 


oa 


‘2 


i) 


k 


k^O 


kl 



oo 

dt 


J — eo J — oo 


(72. 10) 

在这里，每一项中积分的第 &次幂 可以写成&重积分，符号 T 表示 
在变量〖 2 ,"•，心的每个值域中，相应的算符按照从右到左《 
值增长的编时次序排列見 

由定义 (72. 8) 可见，如果系统在碰撞前处于态 (自由粒子 
的某种集合)，那么它跃迁到态 0/( 自由粒子的另一种集合）的儿 
率振幅为矩阵元汉斤于是，这些矩阵元组成 S 矩阵 • 

在§ 43中已经给出了电磁相互作用 算符： 

^^ e ^( jA ) d z x . (72.11) 

将它代入式 (72. 9), 我们得到 


①戴进利用展开式<72_ 10) 导出了相对论性微扰论的规 W (F； h Dyson, 1949), 
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^ = 7 T cxp|—ie|(^)d 4 x 


( 72 . 12 ) 


值得注意的是，算符 (72. 12) 是相对论不变的.这是因为被积函数 
是标量，对 dt 的积分是不变的，且编时运算也是不变的.不过, 

对最后一点，需要作进一步的说明. 

• . . 

我们知道，只要 G 和匕 两个 时刻所对应的世界点 A 和; r 2 是 
被类时间隔分 开的：— ^) 2 >0,那么这 两个时 刻的先后顺序 
_<即差— ~的符号)与参考系的选择无关.在这种情况下，编时 
顺序必定是不变的.如果(^―^) 2 <0 ( 类空间隔）那么，在不同 
的参 考系中，既可以有 《 2 >~,也 可以有但是，这样的 
两个点所对应的事件之间不可能有因果关系.因而，与这两个点 
相关的两个物理量的算符显然是可对易的.这是因为从物理的观 
点来讲，两个算符的不对易性意味着相应的两个量不可能同时被 
测量，而这是以两个测量之间存在物理联系为必要条件的.这样一 
来,上面所说的乘积的 时序仍 然是不 变的： 虽然洛伦兹变换可能颠 
倒两个时刻的顺序,但由于两个因子是可对 易的，因 而它们能够恢 
复到编时顺序 

不难看出，本节所给的 S 矩阵的定义必定满足么正性条件. 
把及写成 (72. 6) 那样的编时乘积，再运用 t 的厄密性，我们就可 


①为简单起见，我们常常说光锥以内和光锥以外的区域，而不说类时间隔和类空 
间隔： 距 〆 点的间隔 Or — a ：00>0 的所有点: r 都在以，为顶点的双光锥以内，而间搞 
( x - x f ^< 0 的所有点都在这个光锥以外. 

③对这一说法需要补充一点，以避免将它应用于乘积 V ( t l )V ( h ) …时发生误 

* 

M . 既然算符沴本身不具有规范不变性(随 A 而变)，那么因子夕 ( n ), r ( t 2 、 …虽然 
在势的一种规范中是对易的，但在另一种规范中就可能不对易_因而，上面的说法必須 

表述 为：可 以这样来选择势的一种规范，使>(^)和 f (#2) 在光锥之外是可对易的•显 
然，这一保留的说法不会，影响 >5矩阵的协变 性:散 射振.幅是实际的物 r 理量，常和势的规 
范无关(达种独 i 性在抱式上来自§ 43所讲的作用量积分的规范不变性). 



求得: 可以表达成类似因子 e X p [ i (5~ l (“)] 的乘积(指数上的 

*. 

符号相 k ), 在编时顺序上是杧反的.所以，当々和々+相乘时，所 
有因子就成对地相消 • 


应当指出，此时 算符々 的么正性由哈密顿算符的厄密性保 
证.实际上,与这里所述的理论赖以建立的基本假定相比，么正性 

条件更具有普遍性.甚至在不用哈密顿算符和波函数槪念的最子 

• • . • . 

力学描写中它也应该满足. 


73. 电子散射的费曼图 


我们用儿个具体例子来说明怎样计算散射矩阵元.这些例子 
将有助于对协变性微扰论的一般规则进一步公式化. 

流算符 i 包含两个电子的 P 算符之积.因此，在一级微扰论 
中可能发生的过程的初态和终态只有三个粒子 参加： 两 个电子 
(算符 i ) 和一个光子(算符 i ). 但是不难看出，自由粒子之间不 
可能发二这样的 过程. 

这样的过程是能量和动量守恒定律所禁止的.设？ 为 
电 子的四维动量 J 为光子的四维动量，则四维动量守恒可以表示 
为或4=朽+1^ 但是，这样的等式是不可能的， 因为 
对一个光子来说,而(? 2 ± ?1 ) 2 肯定不等于零.如果我们在 
其中一个电子为静止的参考系中计算不变量0 2 士 a ) 2 之值，可以 
得到 

(?2 士 ？ i ) 2 二 2( m 2 士;?必） = 2( wi 2 士 f 2 平/>,-/>2) =2/«(7»士£ 2 ). 

而且由于&>叫于是有 

(?2 + Pi ) 2 > 0 f (，厂 凡 ) 2 <0. (73.1) 

因此，第一个非零的（非对角的) S 矩阵元只能出现在二级微 
扰 论中.所有的相关过程都包含在表达式 (72. 12) 展开时得到的 
二级算符中： 
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和 ) = \d A xd A x f . T [/ (x)A m (x) "y(X f )A y (X f )]. 

riU I J 4 

由于电子和光子算符互相对易，这里的 r 乘积可以分成两个： 

^ <2 > - -y ! jJ d 4 xd^x f - TU m M j P (X f ) mA 0 (x) A p (x f ) J. 

(73. 2) 

作为第一个例子，我们来研究两个电子的弹性散射.初态中 
两个电子的四维动量为 h 和外,终态中两个电子的四维动量为外 
和八 • 还假设所有电子都处于一定的自旋态.为简单起见，自旋 
变量的指标一律略去. 

由于初态和终态没有光子，因此，所要求的光子算符7乘积 
的矩阵元是对角元素<0 1 … | o>, 这里 1 0>代表光子真空态 .r 乘积 
对真空态的平均值(对每对指标 #，v 来说）是两个点 ar 和〆的坐 
标的确定函数.由于四维空间是均匀的，因而坐标只能以差 Z 
的形式 出现. 张量 

A v 0— 〆）= K 0 1 T 7 八 O) 卓 (？） 10 > (73-3) 

叫做光子传播函数(或光子传播子)，我们将在§76中具体计算它. 

对于电子算符 的？ 7 乘积,我们需荽计算矩阵元 

<34|T/( x )^(^0|12>, (73.4) 

式中的符号 U2>, |34> 表示具有相应动量的电子对的态.这个矩 
_元也可以利用明显的等式 

<2|^|l> = <0|a 2 Fat|0> 

， k 

表示成对真空态求平均，式中的$为任意算符，的和 d 2 分别为 
第一个电子的产生算符和第二个电子的湮灭算符.于是，代替式 
(73. 4), 我们可以计算量 

<0( a z a A TZj M ( x ) j ^( x f ) ]«2 + *31 10 >, (73.5) 

i 

指标1，2广”是1> 1 ^,〜的简写. 



两个流算符中的每一个都是一个乘积 而每一个 t 
算符是一个和 

八 

^ — ? — > ] C^p? } p ~1~ 名 t> 孕 -p) 

p p 

(73. 6) 

(两式的第二项都包含正电子的算符，在现在的问题中它们“不作 
用”）.于是，乘积 / o ) i v oo 可写成一些项的和，其中每项都包含 
两个心算符和两个4算符的乘积.这些算符应能保证湮灭电子 
1,2并产生电子3, 4. 即它们必定是算符 I ， 心，的，这些算 
符可以与式 <73. 5) 中的“外”算符的,扣, d 3 , 屯收缩且按等式 



式中访= 000,^ = 000,用括号连接收缩的算符 ，即： 这些算符 
中的一对按照 (73.7) 约去.在式 (73. 8) 的每一项中，只要连 
续交换算符 化、 d 2 、 …的位置,就能使共铌算符两两靠拢(化的等)， 
于是，它们的乘积的平均值就等子 (73. 7) 的平均值的乘积.考虑 

到这些算符都是反对易的（1， 2 , 3 , 4 是不同的态!）①，我们求出矩 
阵元 (73. 4) 为 

\ 

<U\Tf(x)r(x f )\ 12) - (^V>2> (?3V^5) 

+ (?3 V > l ) (麥 ivH ) — 

①由于这种反对易，算符和)( 〆 )在这里可以认为(在计算矩阵元时）是对 
易的， 因而可 以略去 r 乘积的符号. 
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— (麥4 vVi ) ( hvK ). (73. 9) 

我们看到，这个总和的符号规定为侬式 (73. 5) 中“夕 K 电子算符的 
顺序而定.这与下述事实 一致： 全同费米子散射时矩阵元的符号 
一 般是任意的.当然，式 <73. 9) 中各项的相对符号与外算符的顺 
序无关， 

式 (73. 9) 的每一行中的两项,区别仅仅是同时交换了指标〜 
v 和宗量显然，这种交换对矩阵元（ 7 3. 3) 没有影晌[在 
( 73 . 3 )中因子的顺序仍然由符号 T 决定因此，当式（ 73 . 3 > 和 
(73. 9) 枏乘并对 . dtdf 积分时，式 (73. 9) 中的四项给出两对相 

同的结果，因而矩阵元是 

t 

i ■ 

— (?4V^l)(^3y>2)} (73.10) 

(注意•.这里没有因子 1/2!) • 、 

电子波函数是平面波 （64. 8). 所以,大括号中的表达式为 

(...) =(u 4 y M u 2 )(u z y v u l )e' i(p2 - Pt}x ~' i(Pl - p3)xt 

― ( Uiy ^ u ,) ( M 3 y v «2) e ~ i(J，1 ~ p * )x " i<P2 " P3)x, 

s 

= {(Uiy^Ui) (»3V v «i)e~ iCCP2 " p * , + <:p3_?Jl)3V2 

s 4 

• , 

. #e -i<Pl+p2-P3-p4>^ 

式中 X^ix + x^lZ.^x-z^ M d^d 4 x r 的积分变成对 d 4 |4 4 X 
积分.对 d 4 X 的余 分给出 3 函数（因之，）1+?2 = ?3 +九).然后 
由矩阵 S 变成矩阵 K § 64)，最后，我们得到散射振幅 

^fi = e 2 {(^y^u^D^CPi -Pi) ( 仏 V 、 i) 

— { u ^ u ,)D^ XVa —V\)<^ zY v ^))* (73, ll ) 

这里我们引用了动量表象中的光子传播函数 

\D,M)^ kt d A L (73. 12) 



振幅 (73. 11) 中的两项可以分别用所谓的费曼图表示 
第一项的费曼图为 


e 啊 %y%) 



(73. 13) 


图中的每个交点（图形的 顶点) 对应一个因子 V . 指向顶点的实线 


(“入线”）代表初态电子，对应于因子《―■相应电子态的双旋量 
搌幅;离幵顶点的实线（“出线”）代表终态电子,对应于 因子& “读” 
图的时候，这些因子自左至右的顺序对应着沿实线逆箭头方向移 

I • 

^ ' 

动的顺序.两个顶点用虚线连接，虚线代表一个中间态虛光子从 

* 

一个顶点“辐射”出来而在另一个顶点被“吸收”.这条虚线对应着 
一个因子一 (幻. 虚光子的四维动量 々由顶 点上的“四维动量 
守恒” 决定: 入线和出线的总动量相等.在现在的情况下, k 二 

— 除了上述所说的因子外，还应赋予整个图形一个因子 

* 

(一 k 2 )( 幂指数为图形的顶点数)，因而代表中的一项.类 
似地，式 (73. 11) 中第二项的费曼图为 


郎令 fu^v (kj(a s y v u 2 卜 



(73. 14) 


(请注意:左'二凡一凡 = 凡一?2).由于张量〜是对称的，不管是从 
Vz 端还是从 h 端开始读图都没 关系， 所得到的表达式完全一样. 
同样，由于函数 IW 具有偶宇称（参看§ 76), 虚光子线的方向 

也是无所谓的，方向的改变只不过使&变号罢了. 

_ ? _ 

初态粒子和终态粒子所对 k 的线叫 外线或 图形的 自由端 •式 

S _ 

(73. 13) 和 (73.14) 两个费曼图的区別仅仅在于交换了两个电子的 
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自由端（九和 h ). 两个费米子的这种交换改变了费曼图的符号. 
这一法则相当干散射振幅 (73. 11) 中的两项有不同的符号. 

后面我们都是用动量表象中的费曼图.但是，它们也可与原 
来坐标表象中的散射振幅的 各项& 对应[参看积分 (73.10)]. 这 
时，电子振幅由相应的坐标波函数代替，传播函数也在坐标表象 
中.每一个顶点对应一个积分变量 [(73. 10) 中的 r 或 〆 ];相交 
于一个顶点的各条线所代表的因子也是相应变量的函数. 

现在我们来研究一个电子和一个正电子的散射.它们的初态 
动量分别用和表示,而终态动暈用和 K 表示. 

在^-算符 (73. 6) 中，正电子的产生和湮灭算符分别与电子的 
湮灭和产生算符同时出现.在前面讨论的情况下，算符#湮灭两 

个初态粒子，算符#产生两个终态粒子；而现在这两个算符对电 

子和正电子的作用却是相反的.因而共轭函数 #( 一: P -) 现在将描 

述初态正电子，而终态正电子用 #( 一 K) 描述(两个都是四维动 S: 

的函数而符号相反).考虑到这一差別，我们就得到散射振幅① 

—e 2 [«) y^u (jp- ) {f. - p f _) Cw ( ™ 2> + ) V v w (-?+)] 

+ e 2 lu(~p + )y ,l u(p^)']D, v (P- + T + )Lu(pi)y v u(~p , + )2. 

(73. 15) 

这个表达式中两项的费曼图为 



P^P- 




(73.16) 


①在非全同粒子散射的情况下，整个振幅的符号是确定的，其确定方法 是：在 
( 73 . 5) 中，“外”算符的排列顺序应该使两个电子的算符在 两头： 

〈 0IW..WI0 〉 

(或者都在中间）.这一条件保钲了真空的初态和终态有“相同的符号”.振幅的符号 
也可以由非相对论极限加以证明••后面我们将看到 （§81), 在这个极限中 , (73* 】5)中 
的第二项趋于零，而逭一项趋于卢瑟福散射的坡恩振幅. 
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作图法则上的变化仅限于与正电子有关的部分.实的入线和出线 
仍然分别表示因子 tt 和5,不过现在入线代表终态正电子，出线代 
表初态正电子,并且所有正电子的动量都取相反符号. 

清注意 (73.16) 两个图形的区别.在第一个图形中，初态电子 
线和终态电子线相交于一个顶点，初态正电子线和终态正电子线 
相交于另一个顶点.而在第二个图形中，初态电子线和初态正电 
子线相交于一个顶点，终态电子线和终态正电子线相交于另一个 
顶点;上顶点表示电子对湮灭同时发射一个虚光子,而下顶点表示 
电子对由这个虚光子产生. 

这个区别使两个图形中虚光子的性质有挤不同.在第一个留 
形中（“散射”型)，虚光子的四维动量等于两个电子(或正电子）的 
四维动量之差，因此， A 2 <0 [参看 (73.1)]. 而在第二个图形中 
(“湮灭&型)， = t + 因此， k 2 > 0 . 在这里应该指出，对于虚 

兗子,恒有 ^ VO , 这与实光子不同;对于实光子,4 2 = 0. 

■ • 

如果碰撞粒子不是全同粒子,也不是一个粒子和它的反粒子 


(營如说电子和★子)，那么散射振幅只需用一个图形表示 




(73.17) 


在这种情况下，费曼图不可能是湮灭型或交换型.我们可以用觯 


析法求出这个结 果:将 流算符写成电子流和^子流 之和： 

.0'、 八 A 

j ⑷十二 （歹⑷ ⑷ ） + (f ⑷） 

#且 在乘积…中取这样一些项的矩阵元，这些项能 
也给出所要求的粒子的湮灭和产生. 


现在我们来研究一级过程.我们在本节开始曾指出，这种过 


程是四 维轉帷 定撕禁 她. 这种跃迁的算符 
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j8 (i) = — ie j(x)A(x)d*x (73, 18}^ 

J 

.• . 

的矩阵元对应于“在同一点 f 产生或湮灾主个真实 粒子： 两 

♦ ■ 

^ 、 

子和一个光子.它们因算符和在一点 w 收缩而出现， 
且表示为积分 ' V - 

♦ • I 

次/…―垆 iOO [ v 4* CO ] d 4 ar : 

J " 

(例 如,在发射光子的情况下)；由于被积函數中包含着指数不为零 

_ ■ . . a 

的因子 e X p [— i (凡一外一幻 Z ], 所以这个积分为零.费曼图的 


语言来说,这意味着具有三个自由端的图形 



等于零 • 


(73. 19) 


由于间样的原因，在初态或终态中有六个粒子参加的二级过 
程是不可能的.在这类跃迁的矩阵先中,对 dtdf 的轵分将分 
成对<14和对的两个等于零的积分的乘积（这两个积分的被 
积函数是在同一点上所取的三个波函数的乘积).换句话说,相应: 
的费曼图分成如 (73. 19) 那样的两个独立图形. 


§ 74. 光子散射的费曼图 

我们来 er •究另一种二级效应——电子对光子的散射（康 普惺 

效应）.设初态中光子和电子的四维动量为 h 和!^ 而终态中为 

1 , * 

* 2 和卜(而且光子和电子都有确定的极化，为简单起见，我们将它: 

* 

略去）. … 

光子的矩阵元为 

<2 1 TAX^A^) ) 1 >^ <0 1 c^tAX^AXx^cX 1 0 >, ( 74 . 1 > 


籲 
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:式中 


^=2 (^kA h VtuA%). 

u 

将外算符和内算符收缩，我们得到 


(74.1) = c 2 A M A ： ci^A.A ： ct^At,A f u ^ A ltt A r z * (74. 2> 

L—l L_J ^~-J 

<这里用了算符匕 dY 的对易性;由于同样的原因，符号 7 在这里 


可以略去). 

电子的矩阵元为 

<2|T/(^)^(a: , )il>-<0|a 2 T( 1 0). 

V • > ♦ 

(74.3) 

k i 

式中包含 4 个 0 算符，其中只有两个与电子1的湮灭和电子2的 


八 

产生有关即与算符 奵及％ —起收缩\这两个算符可以是歹，參 


:或 不亀译， y 或 Jr ， 中; 在同一点 r 或 〆 上产生和涯灭 

A 

两个卖电子和一个实光子将给出一个等于零的表达式).用两种 


可能的方法进行收缩，我们就在矩阵元 (74. 3) 中得到两项.假设 
可以首先写出这 两项： 


(74. S ) = a 2 ( #/>) ( 承 + 梦 V»( 癸 WX- 

\ L- _ ) i _:_ I U _ : _ \ 

广 (74.4) 


在索一顼中被收缩的算符为 



A 

d 2 尹 






曲 于算游和是对角化的且 mk 在乘积的两头，因而可 

r 1 - " t ^ ^ ••_ 

: 以用它 的真空平均值1代#.为了对式(7么 4 )中的第二项进行 


类似的变换，首先必须把算符 M “拉^到左端，.把 A “拉”到右端，这 

J fc ^ 4 - ■ . , « • * 

可以借助于算符^>,4的分-法则 
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(74. 5> 


{〜，#} + = {^ J ，^ } + =0, 

{4，, ^} + == f P9 {dj, #} + 〒 _ P 

来实现.结果，式 (74. 4) 变为 

♦_. 

. 〆 

八 八 

<0| (02?1)(於 W ;) — (於 vVi ) (02 V ^ / ) |0>, t > t 9 (74.6) 
(当然，只是算符因子取平均值).类似地，当时，滅彳 rt 得到 
的表达式和 (74. 6) 的区别仅仅是交换了指标//, v 和带撇与不带撇： 

, . S - • ^ ? 

的 记号： 

' a \ 

• ^ S 

I 

八 A 

(74. 7) 

式 (74. 6) 相 (74. 7) 两个表达式可以写成统一的形式.为此， 

可以利用0算符的编时乘积 

， ' 

咏(：)孟(？)=4巧冰⑻ ， 〜 (74. 8> 

(一奈*( 〆 ) t f >t 

为双旋量指标).于是式( 74 . 6 ), ( 74 . 7 )中的笫一项和第5 
项可以合并成 

^2V 0 1 • W\ 0>y v 0 1 + ky V <0\T^^ ?|0>vV, (74.9) 

(妒*歹代表矩阵 

应该指出,按照自然定义 ( 74 . 8 ), 算符的乘轵在《<^和 
时取不同的符号.这一点不同干对算符2和 i 所使用的 t 乘极 

的 定义. 这一区别的根源在于费米算符火？在光锥外面是反对 

易的（与对易的玻色算符2以及双线性算符 i = 不同•这 

样敢保证了定义 (74, 8) 的相对论不变性 G 算符对吳_換形式 ^ 

- . 

① 我们 知道，4 #符本身并不对应任 何可滅 缘的物理董，因而在龙锥外面不 
对易 • 
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证明将在 §75 中给出>% 

. & 

我们引入电子传播函数（或叫电子传播子)——2秩双旋量- 
— 〆 )，其定义为 

t 

i •- 

-: ') = -i<p|!Th( ： O7“ ， )|0>. (74.10, 

， • 

这时,电子的矩阵元可以写成 

b 

妒 

. * • 

= + (74. 11^ 


乘以光子的矩阵元(7 4 . 1) 并对 didY 积分，式 (74.11) .中的 

b • » 

^ • j 

两项给出-同的结果，因而我们得到 


Bf 


-ie 2 jjd 4 ardV^2(x))/GO—a ： r )vXy) 
x {A\ ,OX(?) + A v (/) K ； r)}• 


(74. 12) 


对电子和光子波函数代入平面波 （64. 8) 和 (64. 9), 并像在 
(73. 10) 中那样分出 <5函数，最后我们得到散射振幅 


M 


— An^n l {(yet)G{f x +k x ){ye i ) 

+ (y&dOifi — ki) (yelDui, 


(74. 13)、 


式中 为光子的四维极化矢量， ff (?) 为动量表象中的电子传 
播函数 • 

» • 

这个表达式中的两项可以用下面两个费曼图 表示： 

■ ' I - 

，.： —•. 

①任惫数目的々算特的 r 乘积都可类似地定义.它等于按时间增大顺序自右至: 
左排列的所有这 些潘符 的乘积.由 r 乘积符号下的 順序变 成上述顢序时，交换次数弥1 

奇偶性决定乘积的符号.由此可知,，交换任两个# 算符， r 乘积的符号都要改变，. 

， • 、 

例如： ；； 

r n . 
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用虚线衣示的图形的自由端对应着真实光子,人线（初态光 
孑)和因 fVD 相联系，出线(终态光子）和因子 x/iTe* 相联系. 
: 这里的 e 为四维极化矢量.在第一个图形中，初态光子和初态电 
子一起被吸收，终态光子和终态电+—起被发射出来.在第二个 
:图形中，发射终态光子的同时湮灭初态电子,而吸收初态光子的同 
讲 i* 产生终态电子 • 

连接两个顶点的内实线代表虚电子，其四维动量由顶点上的 
«9维动量守恒决定，这条线和因子枳 (/) 相联系.和真实粒子的 
?四维动優不同，虚电子的四维动量的平方不等于例如，在电 
子的静止参考系中研究不变量尸的时候，不难 求出： 

f 2== (Pi+ 屺 ) 2 > 饥 2 , 尸 2 = (J»i — *2) 2 <»» 2 . (74. 15) 

^75. 电子的传播函数 

4 * # - 

在§7 3 和§74中定义的传播函数(传播子）在量子电动力学 

:购表述体系中有着基本的意义.光子传播函数是表征两个电 

1 * k r 

子相互作用的基本量.这可以从它在电子散射振幅中所占的位置 
看 出来： 在电子散射振輻中，与两个粒子的趺迁流是相乘的. 
在电子-光子相互作用中，电子传播函数有着类似的作用. 

现在来进行这些传播函数的实际计算，我们首先从电子情况 
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着手 • 

, i 

让算符(此处作用在函数 

知 Or—W = - i <0| 冰(沉⑽ |0'> (75. 1> 

• I J 

•i ' 

上， i 和是双旋量指标，由于#00满足狄拉克方程 { yp - m ) 

, 4 

^(^) = 0, 因而我们发现，除了 { = <'以外的麻有点 r 上，结果都为 
零.其原因是当 ny + O 和0时 G ( ar — y ) 趋于不同的敬 

K ： 根据定义( 74 . 8), 这些极限分别等干 

' 一 - 

— i <0| t ( r ，（> t ( r ’， G |0>* + i <0 1 O(^/O 10> r . 
并且我们将要看到，它们在光锥上是不一样的.这使得导数: 
dG ! d 出现一个附加的6函 数项： 

了卜= - i 〈01 ^ 1 0) + S(t — t f ) ( G t ^ t f +0 —Gt 〆 -[>). 

» 

(75. 2> 

注意到，在算符詳 一 m 中对 < 的导数是以 i v Q / 巩的形式出现的 ^ 
fti 而我们有 < 

{ yf ~ m ) ik G kl { x ~ x t )=8 {t — t t ) y \ h < k 0\{ i > k { r > t ) > 

f ( r ，,《)} + |0>. (75. 3> 

反对易子的求法如下、将算符 0( r ,«) 和 f { r 、 £) [见 (73. 6)] 

相乘，利用费米子算符 Pf ^ p 的对易规则，我们得到 

1 - 1 

】 •，八 • ， 

{A(r“ 、， W ， t、} + 

I 

♦ 

= 2 [妒 Pi ( r ) WpJr f ) +^- Pi ( r ) ~ t - Pk ( r f ) l f (75. 4) 

P 

r 

式中 4^ p ( r ) 是没有时间因子的波函数(同§ 73和§ 74, 为简象 
计，略去了极化指标).电子哈密顿算符的所有本征函数 V ， i ( r > 
的集合构成正交归一化函数的一个完全集.根据这种系统的一般: 
性质[比较第三卷 （5. 12)], 我们有 • 

4 
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p . 

(75. 5) 

• . 

二式 ( 7 5. 4 ) 右端的和等于 V 〗/(r—r% 它与式 (75. 5) 中求和的区 
别在于 W 换啟了（0、 9 )*.轿以， 

{^.(r,0, ^k(r f ,t)} + ^d(r-r f )yi k . (75. 6) 
特别是，由这个公式可以得出我们在 S 7 4中说过的结 论：算 

符#和$在光锥外面反对易.当 O—f) 2 <io 时，总有一个参考 

■ 

系，在这个参考系中 f W; 这时如果 r #， 反对易子( 75 . 6 )事实 
上等于 #• 

将式 (75. 6) 代入 （75.3) (并略去双旋量指标)，我们最后 
求得① 

( yp - myGiz - x 1 ) = 8 <4) ( x - x f ). (75. 7) 

这样，电子传播函数满足右边有一个6函数的狄拉克方程，所 
似，电子传播函数就是狄拉克方程的格林函靼. 

后面我们关心的将本是函数及(4)本身 G = V),而是它的 

傅里計分量 

G ( p )^\ Ga )^ ipt d 4 i (75. 8) 

<动量表象中的传播函数）.式 (75. 7) 拥两端取傅里叶分量，我们 

看 到，满足代数方程 

(yp~ m)G(p) = l. (75.9) 

• ^ 

这个方程的解是 * 

叫 )=^3. ( 75 . 10 ) 

*1 

« 

4 

①包含双蝻贵指标的式子为 

(yp~m)iiGtk(x — x / )^6 uy ix— x / ydi^ % ( 75 * 7a) 
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Oif ) 中的四维矢量 p 的四个分量是独立变量（但不存在关 糸式： 
P 2 三 PS — P 2 =f» 2 ), 如果将(乃. 10) 中的分母写成舛 一（p 2 + m 2 )， 
我们将看到， GOO 怍为给定1> 2 时外的—个函数纟在外=时 : T 
两个极点，这里•因陡,在积分 

0(£)^ 7 ^ y 4 je ~^ G ( p ) d*p 

= [ d *^> e ifi - r jdp 0 - e ~ ^ G ( p ) (75. lip 

中 = < 一 r ), 对 d ， 0 积分时出现了如何避开极点的问题.在这: 
个问题解决之前，表达式 (75. 10) 实质上仍然是未定的. 

为了解决这个问题，我们回到原始定义(75_ 1) 上来.在 (75. 1)' 

中代入 W 算符的求和形式[见 (73. 6>],并且注意到非零的真空平= 

* 

均值只能是产生算符和湮灭算符的下列乘积之值 

<0|a p a ； |0>=l, <0|MilO>=l 

(由干真空态中没有粒子，所以一个粒子在被算符、或6/湮灭^ 
之前，必须先由算符銘或&产生).结果，我们得到 

G ik .(x~x f ) = —i^2ippi(r p t) 0 P *(〆 ,"） ) 

= -iS e - w-r ( r ) 矛於（ 〆 ）当 e — ">0 时 ; j 

-怎 ’) = i f’) 沴 -p* (r，’ 〉 j 

- i 2] e ie<( - ( t - Pu ( r r ) 当 《 — "<0时 ^ 

(75. 12) 

(对干 t > t ，， 只有电子项对 G 有贡 献; 对干 t < t \ 只有正电子项对 


O 有贡献）. 

如果把对 P 的求和换成对的积分,并且比较（乃. 12) 和^ 
(75. 11), 我们看到，积分 
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je'—GOOdp 。 (75. 13.) 

必须有一个 枏因子 < T“ T (对于 f >0) 和 e 1 〃(对 于 r <0). 为了满 
足这一点，只要在复变量外的平面中从上面绕过极点 A 从下 
面绕过极点£就行了： 

一" (75. 14) 

实际上，当 T >0 时,积分路径由下半平面上的无限大半圆闭合，因 

1 

而积分 (75. 13) 的值由极点 p 0 =+ e 的留数给出；当 r <0 时,积分 
路径在上半平面中闭合，积分由极点外= —« 的留数 给出.这样 
就得到了两种情况下所要求的结果. 

极点的这一绕 V 行规则 （费曼规则) 可用另一种方法叙述 如下: 

积分处处沿实轴进行，但粒子的质量 m 有一无穷小的负 虚部： 

m - —iO. (75. 15) 

:因而，我们有 

€ -> V/) 2 + (m—iO)^ — V p 2 +w 2 —i0= e—iO. 

-换句话说，极点从实轴上向下和向上被移开： 


- fi+iO 

| _ ■ _ ■ (75. 16) 

0 

因而沿 此轴的积分等价于沿着路径 (75. 14) 的积分 ®. 运用规则 
475. 15), 传播函数 (75. 10) 可以写成 


G(p ) — 


yy + w 
y 2 —w 2 +i0 


对被移极点的积分法则可以借助关系式 


(75* 17) 


①值得注意的是，极点的移动规则相应于 GU — 〆 )对 | T | 三—的一个无夯 
小衰减.实际上，如臬在被移动的极返处把為的值写成 一 Q - i 3) 和 + <e — i (5), 而 

p 

+ 那么积分 (75.13) 中的时间因子将变成 exp(-kM — 4 t |). 

b 
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: K + iO 


pA^ lJt s(xy 


X 


(75. 18> 


予以\(£ 明.这个关系式的意义应理解为:_它乘以任意一个函歡 
/( 幻并进行积分，则有 




x 


(75. 19) 


积分号上加一短划(或者积冷号前加一个朽表佘主值 
格林函敗 (75. 10) 是戒旋量因子 yp - hm 和标釐 


d < 0) ( p ) 


沪 2 — m 2 


(75. 20) 


• (75. 21) 


的乘积.相应的坐标函数<? (<>> (幻显然是方程： 

(p 2 — m 2 )O <0> (x—z f ) = S (4 ^(x-^i , ) 

的解.也就是说,它是方程(# 2 —》» 2 )0 = 0的格林函数.在这个意 
义上可以说 ， Or — /) 是标量粒子的传播函数.通过类似上面 
的汁算不难看出，标量场的传播函数可以利用0算符 （11. 2) 表 


达为 




(75. 22) 


这类似于定义 (75. 1)_这时，编时乘积被定义为(对所有坡色算符 


而言) 








^( x )^ + ( x r ), i > t r 

汐 +( 〆 ）#<»， t < t f 


(75. 23) 


和时有相同的符号). 


§76. 光子的传播函数 

迄今为止，只是在求实光子数变化情形下的矩阵元时,我们才 _ 
用电磁场算符1的明显形式(在§ 43 和§ 74 中）.为此自的，我」 

们只需把自由场 的勢屬 成按横波展开的形式說足 够了. 

.. — - ..一 

但是，这种表示并没葙对任意一个场给出完全沾描述.很晒 


45 J 



'显，散射图形 (7 3 . 13) 和 ( 7 3. 1 4 ) 必须考虑电子的库仑相互作用•这 
种相互作用由标量势0描述，肯率不成横向虚光子（可用满 
足矢量勢描述)之间 g 交换 

所以，从本质上说，我们还没有算符 i 的完备定义.没有这个 
完备的定义，我们就不可能公式 

； (76. 1) 

直接计算光子传播函数.另一方面,势的规范术‘一推,使电磁场 
的彻底量子化所必需弓 I 进的那些算符在很大程度上失去其物理 
意义. 

不过，这些困难是纯粹形式上的，而非实质 性的， 可以利用传 

p * 

播函数的某些一般性质予以避免.传播函数韵这些性质从相对论 

b 

不变性和规范不变性的要求来看是显而易见的. 

.... , 

仅仅依赖于四维矢量 S = 的最一般的二佚四维张量是 

• ■ 

I • 

K !) U (! 2 ) — (76.2) 

• • . 

、式中 Z >， 是不变量 I 2 的标量函数② • 这个张量必然是对称的. 
在动量表象中，我们相应地有 

( f 

⑴ OS ! 2 ), (76.3) 

... ♦ ♦ 

式中 Dm ， 仏” ( P ) 是函数 ( n 的傅里叶分量. 

在物理量 (散射 振幅）中，光子传播函数需乘以两个电子的跃 

k b 

迁流， k 卩以 jUj “ 的组合形式出现[例如，可参看公式 (73.13)]. 
但是由于电流守恒(4/ = 0),它的矩阵元 j 2l = ^ 2 ytp , 满足四维 

① 由于条件 divA = o, 麦克斯韦方程组导致对 A 和少的下列方輕 

\ \A = ~ 4jt — ， — 4?rp* 

在这种规范中，少满足 狰态泊 松方程[与下面的( 76 _ is ) 比较，其牛为阏一规范 L 

» ».. ,• • « 

② 这些函数在宗暈的 m 下三个值域是不同钓,(这三个值域在洛伦兹变换下是不 

^ ^ S * ， . — 1 

相互交换的) :光 锥之外的区域 (P<0), 光锥上_的 gk(P>0,A>0) 和光锥下部盼 

k • 

逝域 (! a >o,§.<&). 

_ * 
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横向性条件 

*,(/) 2 ,-0, (76.4) 

式中 * = ％[与式 (43. 13) 比较].因此很明显，任何物理结果 
都不会因代换 

D Mv ― >D tl¥ + X ti k v + X ¥ le, (76. 5) 

而改变.这里 A 是 fc 和心的任意函数.选取的这种任意性 

- ，_ 

与场勢规范的任意性相对应. 

〗 如果 H 木构成一个四维矢量，任意规范变换(7心 5) 会破坏 
式 (76. 3) 中所假设的相对论不变形式 Z) pv . 但是，即便只考虑传播 

函数的相对论不变形式，我们也会看到，在式( 76 .幻中函数 Z> <f> (A 2 ) 

•• ， 

的选择是完全任意的.这样的选‘择可以采取任何方便的形式而 

，）' ，： . 」 . . ■ . ' 

木影响任何物理结果（几 ZlvJIaHOTy，A. A. A6 phkocob ，M. M 

, ，- ■ - j 

XajiaTHHKOB, 1954), 

•• 1 . . . • . < •. . • 

这样 一来， 确定 传播函 数就等价于确寧一个规范不变函数 

D(Jc 2 ). 如果取 A 2 的一个给定值且选; s 轴沿 fc 方向，变换 (76. 5) 

•T 

.将不影响分量 A^ = /^=-Z>a 2 ). 所以，利用势的任意规范来 
计算分量就够了 • > 

我们利用一个规范，其中 divA^O, 且算符 A 由展开式 (2. 17> 
和 (2. 18) 给出： 

A = <o-=\k\ (76. 6) 

(指标1， 2 代表极化状态).算符~ f 乘对真空的所有期望 
值中，非零的只有 

<0| c fta c + feff |0>-1. 

油定义(76_1),于是我们有 
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Ir ^ **tit* ^ 


(76. 7) 



&是三维矢量指标；对 fc 的求和已化成对 d 3 々/( 2 7 r ) 3 的积分 : L 
因为式 (76. 1) 中算符的乘积是编时的,所以在指數上出现差 r = 

老一 〆 的绝对值. 

由式 （76.7) 可以看出，被积函数（除去因子是函数: 
的三维傅里叶展开式的分量.对于, = —久它等千 



2 - It 



为了得到 D xx (k z ), 我们必须把这个函数展成时间的傅里叶积分 


展开公式为 


2^i 


e 


iu\t\ 


1 f 

2 jt } 


4^r 


2^r J_W-fe 2 + iO 


e 


ik 


r dh 


在 § 75 中解释过，这个积分的回路是从极点& o = I 二 6 ) 卜面经: 
过，从极点 = 上面经过；对^>0,积分值由极成 

k 0 =+ a > 的留数决定;对 r <0, 则由极点心== _ o > 的留数决定. 

* 

于是，我们最终求出 


D ( A 2 ) = 


4 tt 

¥ Tlo m 


( 76 . 8 > 


曲此 论证所得的分母中的 + i 0 与规则 (75. 15) 相一致：由光子的; 
(零)质量中减去 i 0. 从式 (76. 幻看出，相应的坐标函数 
满足方程 

-~ d ^ D ( x ~ x f )^ A ^ d { A ) { x - x r ) f (76. 9> 

f 

I p r , 

也就是说，它是波动方程的格_林函数. f . 

我们通常取汐">=0,即▲用传播函猃‘ 

i • 

D ^ g , v D {^)^ 1 ^^ g lt9 (76. 10> 

(费曼规范、 


我们还要指出另外一些规范,它们在某些应用中比较方便， 
令= ~D\h\ 我们得到形知 



9t* v - ^ ( 76 . 11 ) 

柄传播函数（朗道规范)，且有这种选择类似于势的洛 
伦兹规范(為^=0). 

与势的三维规范条件 dho 4 = 0 相类似的传播函 数规 范条 

件为 

b . • 

Dak 1 = 0, D 0l k l =0. 

这些条件连同等式 D xx ~ —/)=— 核/无 2 给出 

D - = -^¥( d -~ W )- ( 76 - 12) 

为了得到这个必须对传播函数(76_ 10) 运用变换 (76. 5)，并且 
假设 ： 

p 

* 

I 

v ijtCO v ijtki ， 

/° = -7^Z[2 ) fc2 ，^ ：r " 

这时，对于其余的分量我们得到 

- ^ 

^oo ^ - ~ 0 • (76. 13) 

这样的规范叫做库仑规范 (E. Salpeter, 1952). 此处的 Z)。。 是库仑 
势的傅里叶分量. 

最后，与势的规范条件 0 = 0 相类似的传播函数规范为 

- -i 

• 〆 

= 一 ^ 二紅》( Z?oi — Dqq~0, (76.14〉 

这个形式用于非相对论性问题很方便(凡 E. Zt3HJIOUIHHCKHS, JI. 
n. IluTaeBCKHH, , 1959). 

上述表达式属于传播函数的动量表象.在有些情况下，使用 

r 

混合的频率-坐标表象，即函数 

D , Aco f r ) = kW k r ~ y z (76. 15) 

:比较方便.在费曼规范 (76. 10) 中， 

, - * . 

• • * ■- . ' - ^ - 
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0^(<d, ry^g^D(<o, r). 


其中 


0(co f r) 4jr 


d 9 k 


e ifcr —e 


ifrr 


fe 2 + i 0 (2jt) 


nr Jn a > 2 — A : 2 + iO 


kdky. 


或者,在被积函数的第二项中将换成一 t : 


V 

Z?(Ci), f*) — ― ^ 



00 & tr kdk 

一的 ® +iO. 


此处积分回路是复变量 fc 的上半平面内的无限大半商，积分相驾 
于取极点 &=| ca |+ iO 的留数.最后结果是 


D(co 9 r) 



(76. 16) 


我们来讨论这个表达式.图形 (73. 13) 和 (73. 14) 所描写的过: 
程可以直观地看成是电子2在电子1的场中（或电子1在电子 2 
的场中）的散射.仅仅在 o>>0 时，函数 (76. 16) 才对应干通常的 
“推迟”势[参看第二卷 (64.1) 和 (64. 2)]. 但是, 的符号有 
赖于图中箭头&的方向的选择.函数/ >(«， r ) 的上述性质意味旮 
在量子电动力学中，场源被看成是损失能量而发射一个虚光子盼 
粒子. 

作为本节的结 M , 让我们来讨论自旋为1而质量不为零的粒 
子的传播函数问题.在这种情况 f 不存在规范的任意性，传播& 
数的选择是单一的. 

将於算符 （14. 16) 代人定义式 

( h ， 二 — K 0 ! ( 〆 ）|0>, (76. 17> 

我们得到一个表达式.这个表达式与式(76, 7) 的差别仅仅在于被 
积函数中对极化的求和为 




所取代.对极化的求和等效干求平均且乘以独立极化数 3. 求平 ■ 



均给出非极化粒子的密度矩阵 （14. 15). 干是,我们求^矢鼉粒子 
传播函数的表达式 

G ，， (f) 齔 _ 替). (76-18> 

传播函数 (75. 17) 和 (76.18) 有类似的 结构: 分母中包含差 〆 一 m \ 
分子为给定自旋的非极化粒子的密度矩阵 (相差 一个因子). 

§77. 留形方法的一般规则 

在§ 73 和§ 74 中，我们对几个简单清形中的散射矩阵元进行 

p • • • 

了 t 卜算，这些计算包含了一般方法的所有基本特征.要推#相应的 

i ; 

一般规則以计算任意级微扰论中的矩阵元，巳不存在特别的困难. 
如上所述，对干任意初态和终态之间的跃迁来说，散射算符 

4 * , 

々的矩阵元等于々右乘以所有初态粒子的产生算符、左乘以所有 

终态粒子的湮灭算符后所得到的算符对真空的平均值(期待值)、 

•*. k ， 

这样处理的结果，第 I * 级婊扰论中的 S 矩阵元取如下 形式： 

. 〈 /! 这⑻ i O … 办 

n * 

» r 

X jVx i … d、T {[ 泛 〆 一 ie V ) 於 i ] … 

xL ^ n (- ie ； YA n }^ x ch — aJV •，办 kH <>> ( J 7. 1 ) 

下标 li ,2 i 标志初态粒子(分别为正电子,电子，光子)，下标1/， 
2/标志终态粒子;算符#和4的褢槔 i , 2 , …表示: A =奴 
这里出现的算符#和 J 是各种状态中相应粒子的产生算符和湮 
灭算符的线性组合..干是，我们得到矩阵元的表达式.表达式的 
形式是粒子的产生和湮灭算符的乘 m 及其线性组合的真空期望 
值.这些期望值的计算可用下述维克定理 (a C . Wick , 1930)； 

0) 多个坡 色算符 e 的乘枳对真空的期望值等干这些算 
符的所有可能配对的期望值(收缩)乘积之和.每一对中因子的次 
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序与原来乘积中相同 

(2) 对相同粒子或不同粒子的费米算符 A + , A , S + , «,规则的 
不同处仅仅在于，求和中每一项的符号是正还是负，取决于把所 

I 

有成对平均的费米算符放在一起所需交换算符的次数是偶数还是 
奇数 • 

- , • 

显然，只有当乘积中的每个因子都有对应的子 A +, 
6% 也在乘积中，对真空平均值才不为零.另外,收缩的算符对 
( A , C ), …只能属于同一状态，而且只能是 d +, …在 a , …的 右边： 
粒子先被产生，然后被湮灭(反之，期望值〈0 1 10> =0,…） • 

如果每个算符对 ( d , d +), …在乘积中只出现一次，维克定理显 
然是； E 确的，这时,期望值可以化为诸配对期望值的单一乘积).如 
果乘轵中所有湮灭算待都在产生算符的右边，维克定理的正确性 
也是浪显然的.这样的乘积叫正规乘积.这时期望值为零.关于同 

一 对算符在乘积中出现次的一般情形,维克定理的正确性不难 
用归纳法予以证明. 

让我们考虑玻色算符对出稞 * 次的期望值<0| 10> (对 

于费米算符，以下的论证是完全类似的).如果在某个配对中交换 

，因子6和^,根据对易规则我们有 

<0| - cc + -1 0>=<0| - c + c - |0> + <0| -1- |0>. (77. 2) 

期望值 <01-1-.| 0> 包含 *一1 个配对,且假定维克定理对它是正确 
的.另一方面，若按维克定理将期望值<0卜 CC + ”|0> 展开，它与 
〈 ohc + cHo 〉 之差恰好是项 

<0卜 • 1 • • I ( V 〉<0 1 CC + 1 0> = <01 •• 10> 

(在<0 1 - c + o *. 10>的展开式中,相应的项<0 1 •• 1 •• 1 0>〈0 1 c+c 10> 为 
零).因此，由式 (77. 2) 得出，如果维克定理对矩阵元 <0|.. c + c 
••|0> 成立,则交换6和0+以后定理仍然成立.既然维克定理对 
S 子的一个特定序列(正规乘积)成立，那么在任何情形下这个定 

^ 360 • 



理都成 立. 

由于维克定理对算符 d ， 在，…的乘积成立，因而对含有&，… 

L 

以及它们的线性组合 At 4的任何乘积也成立.将此定理应用 
于矩阵元 (77.1), 就使它成为求和形式.其中的每一项将是若干 
个配对的期望值的乘积.这些期望 值中将 包括算符彡 ， t i 与 
“外”算符(即产生初态粒子或湮灭终态粒子的 算符) 的收缩，这些 

收缩可借助初、终态粒子的波函数用如下公式 表达： 

• . • 

* -• 

( 0 \ Aci \ 0 )= A Pf <0 ic ^|0> = ^；,) 

<0 j ^ ai 10> = ^ p , < OJfl J > ?|0> — 0； > (77. 3) 

<6|6 P 0| O > = 0_ P ，〈 O 1 麥 6}|0> = 梦 } 

式中 4 和 t 是动量为/ > 的光子和电子的波函数(和§ 73, § 74中 

% 

一样.为简单计，略去了极化指标).也将会出现7乘积中“内”算符 
的收缩.既然在应用维克定理时每次收缩配对中因子的次序都搽 
持不变，那么,这些收缩中将保持算符的编时次序不变，因而包 n 
可由相应的传播函数代替、 

秦 

: j _用维克定理从矩阵元得到的求和式中的每一项，都可由一 

个确定的费曼图表示.在第 q 级近似图中有 n 个顶点，每个顶点 

, H • - * 

对应于一个积分变量(四维矢量％, “, _••)• 在每个顶点上有三条 
线_交；两_实线(电子线)和一条虚线(为子线 >,分别对应着电¥ 
算符 W 和^光子算符（4>;它们是词一变量怎的函数.算符 f 
对应入线，而#对应 出线， 。: -I 

为了具体说明，我们举几个三级近似 ; 的矩阵元的项与_辑^ 

_ 

♦ b 

①对后一论断需要做如下说明.在征明维克定理时，我们用了算符 S 和& 的对 
易规則.这些规则只对实光子 P 横向”光子)有意义.自然，“外”算符仏 h 正是对 

p V ' 

应这样的（初态和终态）光子.但是，在§ 7 6 中看到， r 乘积4 1 岀现的算符 i 不仅仅撤 
述横向光子.这里出现的情况与 Dm 的计算（§ 7 幻相类似.由于相对论不变_规 

范不变性，定理的； E 确性只#对那些由势的橫尙部分决定的乘积（即张置的焱 : sT ^ 

I - 

<0|^7^^^"|0>)加以坻9|就#了,因犹,对任何乘？?定專部成立.: 

_ :• ^ ' - 4 I • _ 
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相互对应的例子.略去积分号、算符记号、符号 T 以及因子一 iey , 
也不写出算符的宗量，我们把逸些碘写成 


6 


广、 




A 



(77. 4) 



彡 mp)(^/hp)(fAt)= 

W 

Z (fAtp) (fJlA <p) (^A <p)^=- 


为清楚起见， 电子的 收缩和光子的收缩分别用实线和虚线画出 * 



电子收缩的箭头方 询从# 到 A 如撼所亲.对于内光子收缩，其 
方向无关紧要(光子传播函数是 z —心 的偶函数）. 

这样得到的4些相互等效的项，这些等效项之间的差别只是 


交换了顶点编号，即顶点和变量 =〃之 间的对应关系改变.简 
单地说，积分变量重新命名.这些置换数是 《!. 它正好消去式 


(77.1) 中的因子 1/ n !. 这样，差别仅仅是交换了顶点的那 些齒已 
不需再加考虑.在§73和§ 74中我们已经指出过这一点.例如， 
在二级近似中有两个等效图形. 


• , 

_ » 

4 




(77. 5) 


在 (77. 4) 和 (77. 5) 中仅仅画出了与图形内线相对应的内部收 


缩(虚电子和虚光 子). 仍然是自由算符与外算符收缩,由此可以建 
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立图形的自由端和一定的初、终态粒子之時的对应关系.于是,# 
(与算符~ ^收缩)给 m 绛态电 线或初态正电子线，^与硭 

或心收缩)给出初态电子线或终态正电子线.自由算符 J (与奸 

- . * • . 

或~收缩)可与一个初态光子或一个终态光子对应.这样，我们 

,^ 

就得到一些拓扑上全同的图形（即图形有同样数目且以同样方式 
配置的线)，差别仅仅是交换了入、出自由端之间的初态粒子和终 
.态粒子. _ 

每一个这样的交换显然等效千式 (77 . 1) : 中外算符％ g ， …的’ 

某种交换.因此,可以明显得出，如果初态粒子歲终态粒子中包含 

， * . 

全同费米子，以自由端的奇数次交换相区别的图形必然粉相反的 
符号. 

_ p 

图丰实线的不间断序列构成一条箭头保持连续方向的电子 

. • • 

-线.这样的一条线或者有两个自由譃，或著形成闭合 回线. 例如, 

4 

.图形 

-0>"-一 

是真有两个顶点的一条回线.电子线方向术变是电荷守恒的图形 
表达： “进人”每个顶点的电荷等干从该顶点“出去”的电荷. 

连续电子线上双旋量指标的排列，相当于将逆箭头方向移动 
肘遇到的矩阵自左至右写出来.不同电子线的双旋量指标绝不会 
弄乱. 沿一条非闭舞绎，掊标序列终止于具有电子(或正电子）波 
函数的自由端广在一条闭合回线上，指标序列本身是闭合的,即回 
— 线相当于它上面的矩阵乘积之迹.不难看出，此迹必须冠以负号. 
实际上,具有 * 个顶点的一条回线对应着 一组、 个收缩 

I 
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(或等效的另一组,差别仅仅是交换了顶点).在第 G —1) 个收缩: 

_ . •,、 

. • . . . • . .. 

中,算符#和吞以它们在电子传播函数中的次序(参在#的右边） 
排列在一起.两头的算符可通过与其它0算符的偶数次交换移在 

一起，按次序吞汐排列 • 

由于 

<0|T^>|0> = -<0|T^^ , |0> 

(参看 3 47页的第二个注解)，用相应的传播函数取代这一收缩，就 
意味着整个表达式改变符号. 

—般来说，过渡到动量表象的方法和§73, §74中完全类似. 

T 

除了一般的四维动釐守恒定律外，在每一个顶点上也必须遵守“守~ 
恒定律”.然而要唯一地确定图形中所有内线的动量,上述这些定 

律还是不够的.在这种情况; F , 仍需通过<1>/(仏) 4 对所有 不确/ 
定的内 部刼釐 积分.积分在鲞空间进行，其中办。从 一 w 到 

4 * 00 . 


在上面的讨论中，我们认为微扰是由“主动”参加皮应的粒子 

_ 

■ • 


<即过程中状态改变的粒子)间的相互作用表示的.对于存布一个 
外电磁场的情形(即存在由反应过程中状态不改变的“被动”粒子 

、 * ' • v 

产生的场)，可以给出一个类似的方法. 

* _ 


设外场的四维势为它以(乘以流算符 j ) 的形 


式与光子算符』 一 起出现在相互作用的拉格朗日量中.由于 
不包含任何算符,它不能与别的算符收缩.换旬话说，在费晕图宁 
只有外线和外场对应. . 

将 4 < e > 表示成傅里叶 积分： , 


，⑺ = J ， ⑷一為、， 

A^(q)=^A^(x)e^d A x. 


(77. Bl 
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在动量表象的矩阵元表达式中，，四维动量？与代表真实粒子的其 

它外线的四维动量一起出现.每一条这样的外炀线可与一个因子 

⑻相关联,并且该线被看成“进入”线一与因子中指 

数的符号相对应[在傅里叶积分中，总伴随着 A ^( q ) 出现 

“离去”线与因子相关联.如果用四维动量守恒定律不能 

唯一地确定所有外场线的四维动量（已知所有实粒子的四维动 

量)，那么尚须通过 ^ A qK 2 ny 对所有“自由的” q 积分，而且对所 

有其它未确定的图形线的四维动量积分. 

如果外场与时间无关，那么 

A (ey (q) =2 JzS(q 0 )A (tf >(q) (77. 7) 

式中4⑷(分)为三维傅里叶 分量： 

3 ⑷ （ q)=j^4 ⑷ （ r)c 、 . r d 3 ;r. (77. 8) 

在这种情况下，外线与因子 W e > ( q ) 相关联，且陚予它四维动量矿= 
(0, q )； 与场线一起相交午一个顶点的电子线的能量因守恒定律 
而相等.还需要通过 d %/(2; r ) 3 对内线的其它未确定的三维动量 
/>积分.例如，这样算得的振幅可以通过 （64.25) 决定散射 
截面 • 

我们来列出明形方法的最后规则，从而可以得到动量表象中 

散射振幅(或更确切地说, ilA ) 的表 达式： 

(1) 微扰论的第《级近似对应着有 n 个顶点的图形.每一个 
顶点是一条进入的和一条离去的电子线(实线)与一条光子线(虚 
线)的会合点.散射过程的振幅中包括自由端（外线）的数目等于 
初、终态粒子数的所有图形. 

(2) 每一条进入的实外线与一个初态电子的振幅或一 
个终态正电子的振幅 《(— W 相联系是粒子的四维动量).每一 

-条离去的实线与一个终态电子的振幅 m 或一个初态正电子的 
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振幅 以一 ?) 相关 .： 

<3> 每一个顶点与一个西维矢暈 一 枏关. 

(4) 每一条进入的虚外线与一个初态光子的振幅 x/if 匕梅/ 
关，而每一条离去的虚外线与一个终态光子的振幅 相关， 
e 为四维极化矢量.这个矢量的指标#与对应顶点的矩阵 ，的指 
标相同（因而有标量积 ye 或 ye*). 

<5> 每一条实内线与因子 K ? O 0 相关.每一条虚内线与因子 
一^ >»(?) 相关.张量指标仏 V 与虚线所连接的两个顶点的矩阵 
的指标相同. 

(6) 沿着电子线的任一连续序列，箭头方向保持不变，且双旋 
量指标的配置相应于按这样的顺序自左至右写出矩阵，即逆着箭 
头方向移动时，将顺序地遇到这些矩阵.一条闭合的电子线相应: 

4 

于它上面的所有矩阵相乘的迹. 

(7) 相交于每个顶点的线的四维动量满足一条守恒定律 ，即 ^ 
进入线的动量之和等于离去线的动量之和.自由端的动量是已知 
量(服从一般的守恒定律)，且陚予正电子线以动量一 对每个顶 
点应用守恒定律后仍不能确定的内线的动量，还应该对 d^p/(27ty x 
进行积分. 

(8) 一个与外场相对应的自由进入端与因子 G ) 相关.四: 
维动量2通过顶点上的守恒定律与其它线的四维动量相关.如果 
场与时间无关，则自由端与因子相关.对尚不确定的内线. 
的三维动量，还应该对 d 3 y /(2； r ) 3 进行积分. 

(9) 对图形中的每一条闭合的电子回线和每一对正电子外线 
(如果这些外线是单一实线序列的始端和终 端〉， 的表达式中 '' 
都有一个附加因子一 1. 如果初态粒子或终态粒子包含一个以上: 
的电子或正电子，那么交换奇数次全同粒子(即与之相应的外线交:: 
换奇数次)会引进一个负号. 
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为阐明最后一条规则，我们附带说 一句： 具有相同实线的图形 
除去光子线后是全同_增)，其符号必然 相岗. 还应当注意： 
如果柯全同的费米子，则振幅的总#号是任意的/ 

< .. 、暴. 

> r 

• ； , . ♦ 〆 ♦ 1 • 

578. 交叉不变性 

由费曼积分所表示的散射振幅显示出如下值得注意的 
.对称性质. 

费曼图中任一迸入的外线可以看成一个初态粒子或一个终态 
反粒子(不改变箭头方向)；而任一禽去线可以着成一个终态粒子 
:或一个初态反粒子.从粒子变成反粒子时,该线所代表的四维动 
U 的意义也发生了 变化： 例如，对电子凡，对正电子夕= 
— p P . 对粒子所陚予的极化也发生了变化.由于进入的外线必定 
对应干振幅离去线对应于因而对电字 M = 而对正电子 M 
= 4. 从 M 到 V 的变化意味着 粒子的 自旋分量（或螺 旋性〉 
变号 • 

对于真实中性粒子光子来说，外线意义的变化不过是从发 
番 t 光子变成吸收光子，反之亦然 •. 动量为 * 的一条光子外线或对应 
于吸收一个动量为的光子，或对应于发砬一个动量为 
且螺旋性相反的光子. 

外线含义的这种改变等价于从一个交叉反应通道变到其它通 
:道.由此可见，作为图形自由端的动量的函数,同一振幅描述了该 
反应的所有通道®只有函数宗量的含义随通道 而变: 从粒子变成 
反粒子意味着 h~>pf 9 这里 h 是初态粒子的四维动量（在一个通 
道)， 而仏是 终态粒子的四维动量(在另一通道）.散射振幅的这 
种性质称为交 叉对称《 或交叉 不金性 / 


①如果某一特定通遒为四维动董守恒定寧所禁租，热么，怍为公共因子出现在式; 
衩64. 5) 中的3函数将健该跃迁几牢一定为尊. 
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把不变性振幅定义为运动学不变量的函数，根据§ 70可以这： 

4 • ■ 

样说，这些函数对所有通道将是枏同的，值对_一通道来说，它 
的宗量将在相应的物理区域内取值.换句话说，费曼积分确定不 
变积分为解析函数；在不同的物理区域内它们的植是在一个区域 
确定的函数的解析延拓.因为费曼积分的被积函数有奇点产所以 
不变振幅也有奇点.这些奇点可以应用避开极点的规则由费曼积 
分的表达式确定.如果对任意一个通道从费曼积分算得不变振幅， 

向其它通道的解析延拓必须考虑这些奇点. 

* 

I 

应该强调的是，交叉不变性超过了由时空对称性的普遍要求 
得到的散射矩阵的性质.后者意味着初态和终态交换、将所有粒 

子换成反粒子（所有粒子的动量/>不变而它们的魚动量分量变 

• . 

号)时，过程的振幅不变.这是不变性的要求然而，交叉 
不变性不仅允许同时对所 f 粒子做这种变换，而且允许对任意一- 
个粒子•独地做这种变换. 

§73. 虚粒子 

■ 

户 • 

费曼图中的内线在协孪微扰论中所起的作用类似于“普通” gf 

论中的中间态，但是，这些中间态的本性在两种理论中是不一样 

- 

的.在普通理论中的中间态 ，（ 三维）动量是守恆的，而能暈不守 : 

T •• 

* 

恒.正是在这个意义上，这些中间态被看作是虚状态.在协变性 

► 

理论中，动量和能:5：是平等的:中间态四维动量的各分量都守恒 

• /■ 

(这是由干次矩阵元中的积分既对坐标进行，又对时间进行，从雨 
保证了理论的协变性).不过，对实粒子成立且由 〆 表达的 
能: t 和动董之间的关系，在中间态不再成立.因而这些中间态被 
称为中间虚粒子.虚粒子的动量和能量之间的关系是任意的，它: 

①应当注惫， 改 变费曼图中所有四维动量的符号，从上述的一种反应变成另一 
种 . 4种形式描写的意义相当于作为四维反谀的 CNPT 变擻 • 



可以是成点处四维动量守恒所要求的任何东西. 

让我的 来考虑这样一个 图形: 它由 I 和 II 两部分组成，这两 
韻5分由一条单线连结.不考虑这两部分的内部结构，我们可以把 
这个图形表示成如下形式 < 

I 

(79. 1) 

(每 一条线可以是实线，也可以是虚线).根据普遍的守恒定律，外 
:线的 四维动量之和对部分 I 和部分 n 是相等的.由于在每个顶 

t r 

点处守恒，这些和也等于连结 i 与 n 的内线的四维动量，换句话 

1 •• 

.说,这个动量是唯一确定的,因而在 g 阵元中没有对它的积分. 

a 炉可能为正,也可能为负，视反应通道而定.总有这样一 
个通道，其中圹 >0®. 这时，就其形式 j ： 的性质来讲，虚粒子与一 
个具有实质量的真粒子完全类似，可以定义它的静止参 
考系，可以确定它的自旋，等等. 

光子传播函数 <76. 11) 的张量结构同于一个自旋为1的、质量 
不为零的非极化粒子的密度矩阵的张量 结构： 




'[参看 (14. 15)]_另一方面，对一个虚粒子来说，传播函数（由场算 

- 4 

符的二次式组成的量)的作用与 一; 个真粒子的密度铒阵相类似.所 
和实光子一样，必须陚予虚光子以自旋 i . 然而,和具有两个独 

* I 

立极化的齊光于不同，作为一个有限质量的“粒子”,虚光子可以有 
.三种极化， 

_ I _ » 

电子的传播函数是 

I | 

^ f - ■ … 

① 例如，有这样通道 （如 果它在能量上是容许的），其中部分 i 的所有自由端 
刘应初态粒子，而部分 n 的所有自由端对应终态粒子.这时所有初态粒子四 
恭劝貴之和)，在质心坐标系中， ^>=(^,0), 因而 P 2 >0* ‘ 

•) 69 , 




•广 csopfr ?* 十坏 • 

1 

此处所是实电子的质量，而嫌雜子的“质量”为■•令 

VP+m( 沖 + Jtf > + ( v? —M) ，（ 79, 

我们看到，第一项相当于一个质量为见、自旋为1/2的粒子的密度 
矩阵，第二项与一个类似的“&粒子”的密度矩阵相当[比较 （29. 
10) 和 (29. 17)]. 由于粒子和反粒子有不同的内禀宇称(§27),我 
们得出结论 :冶须 陚予虚电子以_样的1/2自旋，但不能陚千它确 
定的宇称. ： •- 

围形 (^. 1) 的显著特点是,只要切断一条内线,就可把它分成、 
互不相连的两个部分①.在这种情况下，这条线对应着一个 单粒子 

中间态，也就是说，与仅有一个虚粒子的态蘇应.和这样一个图形- : 
对应的散射振幅包含着一个特征因子(它毋须积分!） 


f % ~m 2 + iQ 

这个特征因子是由内线 A 产生的(对电子线， m 为电子 质量； 对光: 
子线 ， w = 0). 换句话说，在 P 的取值使得虚粒子变成真实粒子处 
( P 2 = m 2 ) 9 散射振幅有极点.在非相对论量子力学中,也有与此类 
似的 情形: 当能量值与碰撞粒子系统的束缚态相对应时,散射振幅: 
有极点(第三卷§ 128). 

让我们来研究 (79. 1) 这种皮应通道的图形, B 卩：所有右边的自 
由端对应于初态粒子,所有左边的自由端对应于终态粒子，并且 
>0.此时我们可以说，在中间态，初态粒子系统 k 化成一个虚粒 
子.只有当这种转化不与必要的守恒定律(不包括四维动量守恒） 
相 抵触时 ，这才是可能的.也就是说，在这种转化中，角动量、电 
荷、电荷宇称等等都是守恒的.这是出现所谓 极点明 形的必要条、 


①第一级非零近似中几乎所有过程的®形都有这种性 it 
，艾 0 • 




件. 知果这些条降对一个反瘅通道存 爲 由于交叉不变性的缘故， 

i « * ' ^ I 

4萁佘通道也存在. ' t 

例如,所说的守恒定律 f 排除按照 e + Y — e 产生一个虚电子. 
这对应于康普顿效应振幅 S — 个极点（因而也对应于这个反应的 
其它通道的一个极点， 即电子 -正电¥对的双光芋湮灭).按照 e - 
十产生一个虚光子， 对应 于一个电子被一个正电子散射的 
振幅的极点,因祐也是电子-电子散射的振幅的一个极点.两 
个光子既不能转化成 一个率 电子,也不能转化成一个虚光子:电祷 
守恒和角动量守恒禁止 Y + Y — e , 电荷宇称守恒禁止 Y + 丫—丫 • 
因而,光子-光子散射振幅不可能有极点图形. 

b _ . 

上面我们基于费曼积分所讨论的散射振幅极点奇性的根源, 

' • , 

实际上具有更为普遍的性质，而与微扰论无关.我们将会看到， 

这种奇性仅仅作为么正性条件 (7 L 2) 的结果而出现. 

■ ♦ 

我们假定，式 (71. 2) 中出现的中间态 II 包含一个单粒子状态. 

I ^ b 

这个状态的贡献是 

式中少和; I 是中间粒子的四维动量和螺旋性.对 d 3 P 的积分由对 
<!々的积分(在？°说>0的区域)代 替:， 

d z p^2e6(T 2 -M 2 )d*p 

t .. t 

<3 /是中间粒子的质量).积分消去<5函数 p ), 然后根据 
(64. 10) 从振幅7^变到 M fi ， 我们得到 

=2 jri 5(^~ M 2 ) ^M fn M* in . (79. 3) 

X 

若膜定 r 和 p 的不变性，我们就有(相差一个相因子)， 
在具冻相同动鼉的条件下,状叁尸与状态 i , / 的区别仅在干 
〕粒子螺旋性的符号.将方程 (79. 3) 和 AOV —的枏应方程枏 


加，我#^ 






( 79 . 4) 


中 


R 


I 

i 、 .， 


.由此得出 "好 " 作为炉二的解析函数，在处有一极 
A 捿照式 (75: 18), 极点部分 : 为： 



(单粒 子> 


R 


p 2 —Jlf 2 + i6' 


(79. 5) 


实际跃迁到一个单粒子态只有对 M = 6 的一个值即淑 2 才是可 
能的.这样，我们事实上得到了一个与形如 (79. 1) 的图形相对应 
的散射振幅结构. 

最后,我们来研究％含闭合电子回线的图形的一个重要性质. 
这一性质通过对虚光子应用电荷宇称的槪念很容易推导出 来：和 
实光子一样，必须陚予虛光子以确定的（负的）电荷宇称①. ' 

如果一个图形包含二条封闭回线(顶点数#> 2), 那么该过程 
~振蝠除了包括这个图形外，还一定包括着另一个图形，两个图 
‘的区别仅仅輕回线的绕行方向不同（若1 = 2= 4然就谈不到绕 
行方向的问题）.如果“切断”从这些回线引出的虚线，从而把这些 
网线分出来,我们将得到两个回线和 n in 




(79. 6) 


可以认为它们决定着一组光子(实光子赛虚光子)转换成另 了组光 


①从§〗3中对实光子给出的关于作用在每个顼点 i 的电磁相互作用算符的论 
怔,可以得沿这一点 • •： 
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子的过程的 振幅: I 是初态光子数和终态光子数之和.但是，电荷 
宇称守恒禁止偶数个光子转换为奇数个光子.因此，当 I 是奇数 
財，与回线 (79. 6) 对应的表达式的和必定为零.结果，以这些回线 

为其组成部分的两个图形对散射振幅的总贡献也为零.这一结果 
被称为法雷定理 (W. H. Furry, 1937). 

这样,在构造某一过程的振幅时,我们可以完全不去理会包含 
奇数个顶点的回线的那些图形. 

让我们更为详尽地考査一下所以能这样做的根据. 一 条闭合 
的电子回线对应于一个表达式（光子线的动 SU 2 ，…， b 为已 
知） 

Jd^SpCCyeO^Cp) (ye 2 )G(p-hk l )^3 9 (79.7) 

式中 + K …是电子线的动量（在考虑了各顶点上的守恒定律 
后，这些动量仍然不能完全确定).对所有矩阵，和 G 进行电荷 
共轭运算，即用 W 1 ，％ 和 WWW 替换 ，和 仏由于矩阵乘积 
之迹不受这种变换的影响，表达式 (79. 7 )不会改变.另一方面，按 
照式 （ 26, 3), 

Uc X V P U c =-y% (79.8) 

麵 

产二 = 20. (79. 9) 

p — m 

伹是，用符号改变了的夕的转置矩阵代替 goo , 显然等效于改变 
回线的绕行方向，即所有箭头反向.于是，这个变换使一个回线变 
成另一个，且从每个顶点上的代换 (79. 8) 得出一个因子（一1)\ 

«而 

77 I== ( — 1)巧7„, (79,10) 

这就是说，当顶点数是偶数时，两个回线的贡献是相同的；当®点 
数为奇数时，两个回线的贡献是相反的（相差一个负号) • 

• 37} ^ 



现在把最终公式改写一下，取某个固定的道为输入道①.该道 
的分宽度记作厂 e (弹性宽度) 其它反应道的宽度记作 r rl , /% 2 ，…. 
弹性散射总振幅为 




21 {-1 
2 k 





e 2 id l 0) PticosO), 

(145. 9) 


式中是入射粒子的波数，/ ( °>是势散射振幅.此式和 (134.12) 式 
的区别在于共振项分子中的厂换成了较小的 

早已提过非弹性过程的振幅是纯共振型的.微分截面为 

da 一 ⑶ + 1 ) 2 厂 rp ( CO gg)]2 

楠 2 ( E-E o y+±n f ( 145 * 10) 

积分截面为 

cr ro =C2l+l)^ (145.11) 

所有非弹性过程的总截面为 

a r -(2 Z + 1) 在-—— € sLj ^ _ (145.12) 

2+ 士厂 2 

其中 r r r = r - r e 称为该能级的总 非弹性宽度. 

还想知道的是反应截面在共振值$=丑。附近的能量范围内的 
积分结果.由于〜离开共振时衰减得很快，对 e —丑。的积分可以 

延伸为 一 °°到十①，求得 

j cr r dE 二 （21 + 1)—^ (145.13) 


在慢中子散射中(它的波长远大于原子核的线度)，只有 s 波 
散射是重要的，它的势散射振幅是一个实常数一 (134.14) 变 


①这些公式首先由布糗特和维格纳得到 (G.Breit and E. Wigner, 1936). 
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^ ■— 


€ 


2k( E—E 0 ++ir 


弹性散射总截面为 


a e = 4 jta 2 + ^ B ± _ 40 ^ 厂 e ( E - E 0 ) 

k (E~E 0 y+^r z 

4 


(145.14) 


(145.15) 


47 ra 2 这一项可以称为 势散射截面. 我们看到共振区内存在着 
勢散射和共振散射的干涉.只有在该能级的邻近 ( e - e 0 〜 n 才 
能略去振幅0£ (记得|0£&|«1)，此时的慢中子弹性散射截面公式 
变成 



_ n _ 

(㈣ 中 • 


弹性和非弹性散射的总截面为 

, 71 

^ t ~ 



(E-E.y+^r 2 


(145.16) 


(145.17) 


当势散射可忽略时，截面 Or ra 可表成以下 形式: 



A 是所有共振过程的截面之和，可以看作是复合梭的形成截面. 
各种弹性和非弹性过程的截面，等于 A 乘以复合核蜕变为该道的 
相对几率，后者是能级总宽度和相应分宽度的比值.截面的这种 
表述方式，完全是由干散射振幅分子中的系数能够进行因式 
分解的结果，它相当于这样的物理图象，该碰撞过程可分两步实 
现：先形成处于某一准分立态中的复合核，然后通过某一个道 
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蛻变①. 


正如§ 134中早已提到的，此处所讨论公式的适用范围只受 
到一个条件的限制，即差值 P — 必须小于该复合核两个(具有 
相同的角动量值）相邻准分立能级的间距 A 我们还提到过，如果 
E = Q 值位于共振区内，上述这些公式不允许过渡到 E ~> Q 的极限. 
在这种情形下公式应作修改，即把能量私改成某个有关的常数 
€ 0 ,把弹性宽度改成非弹性宽度/\仍应看作常数 


( H . A . Bethe and G . Placzek , 1937)©_ 这些修改使得当五 —0 
时，非弹性截面 （145.12) 按1/ VI 增长，与慢粒子非弹性散射的普 


遍理论相一致 （§143). 

当考虑相碰粒子的自旋以后，公式一般讲来非常复杂.我们 
只考虑最筒单的但是比较重要的慢中子散射情形，参与散射的只 
有^=0的轨道角动量.复合核的自旋由靶核的自旋 i 和中子的 


自旋 


2 


相加而得，它可取）=纟土+两个值（我们假定 i 手0, 


否则公式不需改变）.复合核的每个准分立能级和一个确定的 j 
值相联系，因此反应截面等于 （145.12) 式(取 Z =0) 乘以几率 〆 力， 
Mj ) 就是当有一个共振能级存在时原子核加中子这个系统具有必 
要的值的几率. 

我们假定中子和耙核的自旋取向都是完全任意的，对 i 和 s 
这一对自旋讲来，共有 (2 i + 1) (2 s + l )=2(2 r +1) 种可能的取向. 


① 所有以上的计算都是以 = 型的反应为基础的，从两个初始粒子 

(入射粒子和核）出发变成两个粒子.但从所得结果的物理本质可以看出，这样的假定 
并不是必需的. （145.11) 那样的积分裁面式对原子核中逸出多个粒子的反应讲来也是 
成立的. 

② 要注意的是，对于小能量情形下可能发生的那些非弹性过程讲来（例如辐射 
俘获），五= 0值不是一个阈值.当能量接近于该反应的阈值时(低于阈值该反应不会发 
生），分宽度厂 r 。 应作尸《所作的那种 修改. 
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其中有 2 j + l 种取向对应于给定的总角动量值 j ， 假定所有的空 
间取向都是等几率的，我们求得具有给定 j 值的几率为 

(145 . 18) 

弹性散射的截面公式也应作同样的修改，但应记得势散射中 
这两个 j 值全都存在，因此 （145.15) 式的第二项中应该包含一个 
£7 U ) 因子 ( j 为该共振能级的总角动量），4^这一项应改为求和 

式： 


■ 

共振反应通过复合核的形成阶段(处于某一准定态中）这一事 
实，导致有关反应产物角分布问题的某些一般性结论,每个准定态 
(除了其它特性以外)具有一定的宇称.因而这个复合核说变后形 
成的 6 + ： T 粒子系统也有同样的宇称.这意味着该系统的波函数 
及其反应振幅当坐标系反演后只是乘上了一个士 1因子；振幅的 
平方即截面因而保持不变.坐标系的反演对确定散射方向的极角 
和方位角讲来意味着作变换 0^-9, tp^n +炉(在系统的质心系 
中）.反应产物的角分布因而对这个变换保持不变，特别是，当我们 
对参与反应的所有粒子的自旋取向平均以后，截面只和散射角0 
有关，对这个角而言的角分布必然对称于变换—0,也就是 
角分布(在质心系中）对称于粒子碰搐方向的垂直平面①. 

鉴于复合核具有大量密集的能级，截面随能量的具体变化对 
许多散射过程说来极为复杂，这种复杂性造成了一个困难，使我们 
难于发现从一个核到另一个核时截面性质的任何系统性变化.因 
此我们就有理由去研究抛开共振结抅细节的那种截面行为，也就 


①对于无自旋粒子,微分反应截面简单地正比于 [ Pl ( CO 30)]*, 这种对称性很明 


是对远大于能级间距的能量间隔进行平均以后的截面行为.这样 
的处理也不必区分不同类型的非弹性过程.只把散射分为“弹性” 
和“非弹性”部分(其含义见后 


为了说明平均过程的含义，我们仍略去与自旋有关的复杂性, 

来考虑的分波截面. 

按照 （142. 7) 式， 


0• 产备 2(1 —Re 厶） 


(145. 19) 


弹性和非弹性截面以及由此而得的总截面通过同一个量 S (为简 
洁计省略了指标 (0)) 表达出来.对能量间隔求乎均时，与沒成线 
性关系的总截面可以通过 S 的平均值表成 

=吾2 (1 — Re 忌）， (145. 20) 

1/ P 因子变化缓慢，不受平均的影响，平均以后的“弹性”截面被 
定义成为 

cr /- i |> S ~ l | 2 , (145.21) 


它一般地不等于平均值心，换句话说，这禅的弹性散射是先对出 
射波及中的振幅平均以后再来定义的、采用这个定义，一个 
波包的弹性散射保持它的形状不变.我们可以说， （145. 21) 式的 
截面与散射的“相干”部分有关.这就意味着，通过形成复合核而 

4 

发生的那一部分弹性散射被排除 在外： 当一长寿命的复合核巳经 
形成随后又蜕变时，入射波包的特征当然全都丧失.这个平均化模 
型中的“非弹性”散射现在自然是由差値 sf 来定义，即 


①以下的平均方法（进展到所谓核散射的光学模型）是由％ F . Weisskopf , 
C . E . Porter , and H.Feshbach (1954) 提出的. 

a 
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(145.22) 


因此其中不但包括各种非弹性过程，也还包括形成中间复合核而 
发生的那一部分弹性散射。 

很易看出，这种解释给出了极限情形的正确处理，因而可以进 
行合理的内插. 

在低能范围内，共振之间分得很开(厂每个能级附近的 
占值由下式 给出： 


平均后得 



ir 


e 


E~E 0 +^ir 


8二 




(145. 23) 


其中和是对所考虑能量范围内所有的能级平均以后所得的 
弹性宽度和平均能级间距，缓变函数^〜(反)在这个平均中可看作 
一个常数.从而得 



(145. 24) 


式中已略去〜 /7 D 的小项①.此式实际上和截面 （145.17) 的平 
均值一致，如前所述，它对应于复合核的形成， 

随着复合核激发能量的增大，能级间距减小，蜕变几率(以及 
能级的总宽度)增大，以致能级开始交叠（此时准分立能级这一概 
念本身也在很大程度上失去它的意义).函数 _) 的不规则性就 
逐渐平滑下去，使得精确函数和平均函数的差别逐渐变小，截面式 
(145. 22) 就和 （145. 19) 式给出的心相同.这一点与下列事实一 


①由干其它能级的存在而在一个能级的范围内所产生的那些项，都具有同样的 

数最级， 
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.致，高能时复合核通过输人道而蛻变与该能量下可能发生的各种 
蜕变方式比较起来是不重要的.因此在这个能量范围内，所有参 
与形成复合核的过程都可以看作是非弹性的. - 


由此可见，平均模型中的散射还是能用一个 量及来 确定，现在 
及是能量的光滑函数.在光学 模型中 ，为了算出这个函数，原子核 
的散射特性用一个具有复势的力场来近似.该势的虚部使其结果 
除弹性散射外还有粒子的吸收，这种吸收相当于平均模型中的“非 
弹性”散射,其截面由 (145. 22) 式给出. 


§146反应中的末态相互作用 

反应结果所产生的粒子之间的相互作用，可以对它们的能量 
分布和角分布产生重要的影响.而这种效应，当相互作用粒子的 
相对速度很小时自然特别明显.例如在伴有两个或更多个核子辐 
射的核反应中，就存在着这种现象，在这里效应来自自由核子之间 
的核力作用①. 

设 Pd 为逸出核子对的质心动量， P 为它们的相对动量.我们 
假定 2>«Po, 因而相对动能 ( m 为梭子质量）远小于质心 
动能 E 0 = fl /4 m , 我们还 假定仏 远大于双核子系统的(真的或虚 
的)能级 €. 这就是说，仅假定核子间的相对运动是“慢”的，而核 
子本身的运动都是“快”的. 

反应几率是和处于“反应带”内的生成粒子的波函数模量平方 
成正比的，这个“带”内的粒子间距具有核力力程 a 的数畺级（见 
§ 134中对于初始粒子的类似讨论).在目前情形下，我们的目的 
只是求出反应几率和一对核子的相对运动特性之间的关系.因此 


①下述结果先由 A . B . Migdal (1950) 得到，后由 K , M . Watson (1952) 独立地 
得到. 
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R 需考虑相对运动波函数 Vv ( r ) 就足够了，生成一对相对动量在 

eJY 区间内的核子的几率为 

dw p = 常数 x |0 p ( a )| 2 rf 3 l >, (146. 1) 

§136中曾经指出过,为了求出一个系统通过散射进入具有确 
定运动方向的状态的几率，我们应该采用（在无穷远处)只含入射 
波和一个平面波的末态波函作为波函数，这些函数应按动量 
的3函数归一化 . 函数也可从< +> 函数直接得到（取复共轭 
并改变1>的符号)，< +) (在无穷远处）含有出射球面波与两粒子 
的相互散射相当.代入 ( H 6. 1) 时两者的差别并不重要，即 (146.1) 

中的 t 可以取作以，，于是问题就化为早已讨论过的慢粒子共 
振散射. 

化函数在 r 〜 a 区域内的具体形状尽管是不知道的，为了求 
出几率和能量瓦的关系，我们只需考虑 r ^ l / fc » a 距离处的这个 
函数(式中的 k - p /^; 已假定 ka « l ) f 然后把它延伸到距离 t 〜 a 
处就足够了① . t 的主要贡献来自球面波(含有 1/ r 因子)，这个波 
等于一组 〖值 不同的分波，它们的振幅就是相应的散射振幅.由 
于低能时的散射振幅比较小，求 | W ( a ) | 2 时只需考虑《波. 
因此根据 （133. 7) 式有 

t 〜丄令， （ 146 - 2) 

其中而 € 为双核子系统的束缚(或虚）态能量 
上式代入 （146. 1) 得 

常数 (146.3) 

①这样做是允许的，因为在 r « l/A 的区域内，确定分 P 的薛定谔方程中可以 
略去能量芯.因此这个区域内 0 P 和五的关系完全决定于它和 t 〜 1/ fc 区域内函数的 
41 衔接”条件. 

③这里所指的是自旋乎行或反平行的 njp 系统，或者是自旋反平行的系统. 
至于系统，由于库仑斥力而使情况复杂化，此时要用§〗 3 8中给出的理论来处理 • 
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可见动量的方向分布(在双核子系统的质心系中）是各向同性 
的.相对运动的能量分布由下式 给出： 

鈿 F 常数 (146. 4) 

我们看到，核子间的相互作用使得能量分布在低能区的 E 〜 I e | 处 
出现一个极大值.① 

实验室坐标系中，小的0角（两粒子动量的夹角)对应于小的 
相对动量值 (2 K < Po ). 因此万分布中存在着极大值，对应于实验 
室坐标系中核子逸出方向间的角关联在小的0值时出现增长的 
几率. 

设 P ! 和 P 2 是实验室坐标系中两个核子的动量，则有 

Po — Pi +P2> P — ~2"(p2~ Pi) 

< 两个相同粒子的折合质量为以上两式矢乘后得 Po x P = 
? 1 ><卩 2 ，故当1)《25 0 时有 

1 

PoP 丄 = P 1 P2 s i n 0 M 了 ㈣ d ， 

或0 = 41? ± /抑，其中 Pi 是矢量 p 相对于 P 。 方向而言的横向分量, 
e 是 | 和 p 2 方向间所夹的 小角. 把（1扣. 3) 改写成以下 形式： 

, 典队… 2^p±dp ± dp ff 

常数 x - 1 -, 

(pi +^5)—+ 1 c I 

fft 

并对 h 积分，即得对 a 角而言的几率 分布. 由于积分收敛很快, 
积分限可延伸到从一⑺到 H - oo , 最后结果为 


①严格讲来， （146. 3)(146.4) 式中的常系数也可能依赖于 E (通过整个反应产 
物系统的其余部分的波函数），但是这样的依赖关系是很弱的：这个系数作为五的函 
数，只有在该反应中核子对所能具有的整个能量范围内（〜五。)才会有显著的变化，因 
此对五《五。区间内的分布讲来，这种依赖关系与 （14 S . 4) 式所示的强烈关系相比可以 

略去不计. 

a 
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6 d 6 


^/9 2 + 4\ e\/E 


(146. 5) 


立体角元如〜 2 j 的角分布在9〜^/丨€丨/丑。处有一极大值. 


§ 147. 反应阈附近的截面行为 

如果反应产物的内能之和起过了初始粒子的内能之和，这个 
反应就有一 个阐: 仅当碰撞粒子的动能(在质心系中）五超过某个 
一定的“阈"值尽时,这个反应才有可能发生.我们来考察阈值附 
近的反应截面依赖于能量的特点.我们假定反应产物只有两个粒 
子 01+5=^'+^ 型）. 

在阈的附近，生成粒子的相对速度 V 很小，这种反应与碰揸 

粒子速度很低的反应正好相反.截面和 V 的关系因此很易通过 

(144. 13) 式的细致平衡原理以及反应的已知能量关系求出，而 V 

是该式中输入道的速度(§ 143). 在很大一类反应中， I 和皮粒 

子间不存在库仑作用（例如产生一个慢中子的核反应)，因而求得 

的反应截面与成正比①，即 

<r r 〜 v f (147. 1) 

同理我们求得截面和碰撞粒子能量的下列关系：速度 V 从而还有 

反应 截面〜 与差值五一£^的平方根成正比 

(T r — i4-\/ E — E 找 (147.2) 

不同道的散射振幅间由幺正条件 联系. 因此打开一个新道也 

使其它过程的截面包括弹性散射截面在内的能量关系式中出现某 
些奇点 （ E . P . Wigner , 1948; A . H . Baab , 1957; G . Breit , 1957). 

为了阐明这种现象的由来及性质，我们考虑一个筒单情形，此时低 
于反应阈的只有弹性散射. 

①这个结果相当于§ 144末导出的时振幅//< 的常数 极限. 截面式 
(144, 4) 正比于 J >/. 
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在阈值附近，所产生的 A 和孜粒子处于轨道角动量？ = 0的 
态中[对应于 （147. 2) 式].如果反应中的粒子无自旋，轨道角动 
量守恒， 4 + B 粒子系统也处于 s 态中.按照 （142. 7), 的反 
应分截面与弹性散 射的占 矩阵元的关系为 

^ 0) =^ a -|^ 0 | 2 ), (147.3) 

式中 A 是碰撞粒子的波数.令 (147. 2) 和 (147. 3) 相等，我们求出 
正好在反应阈以上的精确到数量级的模量|况>|，它等于 

I 汶。卜 1 - 备乂 ( E > E n h (147. 4) 

式中 = 是粒子 Z 和 S 的折合质量，阈值以下只有 

弹性散射，故 

|5 0 1=1,(五<丑„). (147.5) 

但是散射振幅 从而说 应该是整个能量变化区域内的解析函数，这 
样的函数[在阈值以上取值为（14之4)，在阀值以下取值为 
(147. 5)]，可同样精确地由下式表出 

汶 0 = e 2‘ 彳工一 ^ E ^- EtX (147. 6) 

Zjz 

■ 

式中的 A 是常数.忍<瓦《时上式的根号变成虚数，方括号内表式 

的模量和1只差一个更高级的小量. ( 

对于所有的《年0,不存在非弹性散射，所以 

(Z#0). (147.7) 

在阈值附近，周相 A 应取它在 E = E m 处的值•① 

把所得的及《值代入(1心. 2 ),即得反应阈附近散射振幅的以 

下 表式： 


①由于 <5 K 五)在五〉 丑 w 和丑<丑《时都是实函数，它可按忍一馬^的整数幂雇 
开成级数. 
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k 


f (9 ， E ) = f n ( G ) — ^A \ (147. 8) 


An % 


其中八 ( 0 ) 是时的散射振幅.因此散射微分截面为 


da 

do 


l/«W I 2 

[/« (0) 1 2 — V^^Re^We- 2 ^.}, E<E n , 


把振幅 / tt 写成 |/« I e <a < fl >, 最后可把结果写成下列形式 


da 

do 


\ U (0)\ 


k 


阀 


2 n 


4/ nWk / k — 五 w | x 


sin (26o — 0£)i 忍〉瓦 w ， 
cos (2^o — a) ， E<^E 执， 


(147. 9) 

这个公式中截面和能量的关系，根据角度 2 d 。 一 cs 在第一，第 
二，第三和第四象限内而分别具有图 50 a ， 6, c , d 的形式.每种情 
形下都有两个分支位于公共的垂直切线的两边. 



图50 

(147. 9) 对 rfo 积分时，第二项的积分贡献只能来自 (0) 的各 
向同性部分,即弹性散射的《分波振幅 0 2 i 〜一 l )/2 i /^. 从而得阈 


值附近的弹性散射总截面 


a = cr w — 2/1 〜/ \E^E^\ x 广 

^ sinOo cosOq , 


E>E^ I 

E < E m . i 


(147.10) 
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对干正的和负的 sin ^ oCDS 、 上式分别具有图 50 中 （ Cf ) 或 （&) 的 
形状. 

由此可知，反应阈的存在使得弹性散射截面对能量的依赖关 
系中出现一个特征奇点.如果粒子具有自旋，公式当然舍有定量方 
面的差别，但是这种效应的一般特性仍然不变①，如果阈值以下除 
了弹性散射外还有别的反应，那么在该反应的截面中也将出现相 
应的奇点.这些截面都在丑二'处具有一个奇点，并在忍二匙附 
近是—私 J 的线性函数，这个函数在阈值上下具有不同的 
斜率. 

在辐射出一个正电荷粒子的核反应中，我们碰到了反应产物 
(粒子 i 和及)间具有库仑斥力的情形.在这种情形下，当 ”'->0 
(即万->芯《)时，反应截面以及这个截面对能量的所有微商都指数 
式地趋于零，并在其它过程的截面中没有奇点. 

最后，我们来考虑生成两个电荷相异的慢粒子的反应，因而粒 
子间具有库仑引力.这种反应的截面通过细致平衡原理与两个相 
吸慢粒子反应的截面式 (143. 6) 相联系.因此当 V — 0时，该截面 

趋向常数极 限值： 

2/—0， or r 二: 常数. (147. 11) 

亦即通过阈值时反应截面突然具有某一有限值. 

现在来阐明这种反应的弹性散射截面在阈值附近的奇点性质 
( A . H . Bash , 1959)、但它不可能像不带电粒子那样根据阈值以上 
的已知规律 (147. 11) 用前面的简单办法直接地 求得. 与后一种情 
况相比较，现在的情况由于下列事实而复杂 化了: A f + B f 系统在近 
阈区(五<丑„)具有束缚态，它们对应于库仑引力场中的分立能级， 
从能量角度看来，这些态可以在粒子4和 S 的碰撞中形成，但由于 

①自旋不等于零时， s 态中的 + K 系统可以具有不等于零的总角动量，因而 
A ^- B 系统可以具有不同的轨道态， 



弹性散射的可能性，它们只能是准定态,然而，它们的存在必然会 
在阈值以下的弹性散射中引起与布赖特-维格纳共振相类似的共 
振效应. 

为了解决上述问题，我们来研究描述碰撞过程的波函数的结 
构.与两道的存在相一致，相互作用粒子系统的薛定谔方程具有 
在整个位形空间内为有限的两个独立解，令 t 和^代表这两个 
任意选定和任意归一化的解.我们可以把这两个函数线性组合起 
来用以描述其中一道为输入道情形时的散射，令和6分别代表 
粒子对为石和 X '，的两个道，并令对应干输 
入道 a 的情形，它描述粒子』和 B 的弹性散射以及反应 
+汉在反应阈附近，系数％和《 2 显著地依赖于小动量心，而任 
选的函数化和02 在& 6 = 0处没有奇点. 

在远距离处，函数0必须表为两项之和，它们对应于 a 和&道 
中粒子対的运动.这两项都等于粒子的“内部”函数及其相对运动 
波函数的乘积①，后一种函数在《道中呈扪一况形式,在&道 
中呈一 《 a 6 抝形式，其中丑+和是相应道的出射和人射波，在远大 
于短程力的作用距离同时远小于 l / h 的距离 h 处，这些函数(及 
其导数)应该和“反应带”内的波函数0算出的数值衔接起来.衔 
接条件如下式所示 

[J?--~^ ao i?J] r0 ,0£ 1 6 1 +a 2 6 2 ==[—^ o6 i?J] r# 

0^{+01 2 <»卜[扣一 a ^+ aj 卜[一；5仙丑江 0 

式中的^，^，^，^…是从函数化和分 2 算出的量.按照上面的讨 
论，在近阈处它们可看作是一些和 h 无关的常数.把以上两对方 
程相除，我们得到具有两个未知数 ( A / A 和的两个线性方程. 

①规律 （147. 11) 不但对 总截面 成立，而且对 各种丨的分波截面也成立，参考 
§ 143末尾.下面讨论的奇点因而也为所有的分波截面所具有.它的性质完全可从下面 
给出的对情形的处理中明显看出.为简洁汁，相应的分波振辐中的指标0将省略 
掉. 
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这两个方程的系数中只包含一个“临界地”侬赖于 h 的量，即6道 
中出射波的对数导数.我们把这个量定义成 

卜 1 

2^L rRX J r ” 0 • 

我们没有必要求出这些方程的具体解答，只要注意到我们所需的 
量确定弹性散射振幅）是 A 的分式线性函数就足够了.阈值以 
下的; I 是实数，因为波函数是实函数，它是无穷远处具有实条 
件(按 衰减， 其中 A = (匙 一 五)/«)的实薛定谔方程之 
解.阈值以下一定有 |况 J =1，由此可见，这个分式线性函数凡。 ( A ) 
—定具有以下 形式： 

S ^ JTpX eZit，9 (147.12) 

I 

式中7； 是一个实常数， 是一个复常数. 

现在来求作为动量匕的函数的; I 值.由于粒子2和 B 之间 
作用着库仑引力，为无穷远处渐近地正比于的库仑波函 
数.在库仑斥力场中，这个函数由 A + W 。 给出，仏和 F 。 见 
(138. 4) 和 (138. 7). 把式中的 A ： 和 r 同时变号，就变成了引力场 

情形叭 进行这种变换并算出对数导数（见§138)，我们有 ® 

A = i _ e W -^ l ln *» + {£)_’ (-女)]， 

(147.13) 

式中匕已假定为实量，所以这个式子是属千阈值以上的区域的. 
当心―0时， (147. 13) 中的第一项趋于 i ， 第二项趋于零（见§ 138 

附注4)，因此阈值以上有 

A = i , ( E > E n ). (147.14) 


① 下面采用库仑单也和 r 的变号在形式上相当于库仑制长度单技的变号. 

② 为了简化以后的公式，我们在大括号表达式中略去了与 h 无关的实常 ft 
- In 2 r 0 -2 C ； 这相当于不太重要地重新定义 （147. 12) 式中的复董芦和实董 . 
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把办改成 k 后，就过渡到阈值以下的区域，当 K — Q 时由 （147. 13) 


式得① 


A — 一 cot ( jt / K b ) { E <^ E ^) (147.15) 

这些公式解决了所考虑的问题.弹性散射截面为 

阈值以上有： 

S ° a = 卷错 〆 、 (E>E 0. ( 147 . 16 ) 

和反应截面一样，散射截面在这个区域内是常数.条件 
意味着 1 m 芦 >0. 

阈值以下有 


Cf — 户 2“ 芦 一 tanpr/h) 

aa f — tanO/O. 


(147. 17) 


这个表式具有无穷多个共振，其密度向着忍=五《点增长，这些共 


振能量等于下式 的根: 


> S fl0 = — 1，即 Rec * { P ~ tan ( jt / K b } ] = 0； 

由于短程力的存在，这些能级相对于纯库仑能级(它们)是 tan Or 
/%) = 0的根）而言略有移动.当能 量万趋 近于阈值时，弹性散射 
截面在零和 inlkl 之间振荡，如图51所示.出现共振结构的整个 
阈下区的宽度，由第一库仑能级的能值所确定②. 


ot ( W ^) + |- t , (147. 1 3) 的大括号内的部分 

趋于•|^<：01(?1：//^) + ^^冗，其中应用了公式 ^(*)-0(-*)= — ffCOt ^*—1/ x . (它可 

从熟知公式厂(2)厂（ - x )^- 7 tix ^ nnx 的对数导数求出）和 ar -> oo 时的极限表式 

ip(x)#lnx— l/2x. 

②近阈反应的另一个有趣情形是原子被一个电子所电离,该电子的能置只是略 
大于该原子的第一个电离能.这些条件下的碰揸过程可以看作是准经典的，但由于末 
态中存在着三个带电粒子而使问题极大地复杂化了.这个难题的普迫解由 G . H . Wa - 
nnier(Physical Review 90, 817, 1953) 给出.我们发现，一个中性原子的电离儿率正 

比于(丑其中 a 二+\/91/3 — 1 =1.13, 五是电子的超过电离阈值的能量. 


① （ U 7. 13) 中的第一项给出一 jc 
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§148 快电子和原子的非弹性碰撞 


快电子和原子间的非弹性碰揸，可用§139中对弹性碰撞的 
同样方式，用玻恩近似加以研究①.玻恩近似的适用条件仍和以 
前一样，入射电子的速度必须远大于原子中电子的速度，碰揸中的 
能量损失可以是任意值，如果电子失去了它的相当大一部分能量， 
原子被电离，这些能量被转移到其中的一个电子身上.可是，我们 
总可以把碰撞后具有较大速度的那个电子看作散射电子，这样，如 
果入射电子速度很大，则散射电子的速度也很大. 

正如早已指出的，在一个电子和一个原子的碰揸中，质心静止 
的坐标系可以认为与原子静止的坐标系一致，而后一坐标系正是 
下面实际上要采用的. 

非弹性碰撞伴有原子的内态变化.该原子可能从基态跳到某 
—个分立谱或连续谱的激发态，后一种情形意味着原子的电离.推 
导一般公式时,我们可以把这两种情形合在一起考虑. 

我们先从连续谱状态之间跃迁几率的一般公式出发(和§ 126 
中一样），把它应用到具有入射电子和原子的系统.令 P ， P ^ 为入 
射电子在碰撞前后的动量, E 。， K 为原子的相应能量，至于跃迁几 
率， （126. 9) 式换成 

① § 148— § 150中大部分结果是由 H . A . Bethe (1930) 得到的. 











= + 1 <« ， P' I 1 0, p> I ^(^2^ + En ~ E °)(2^hy 9 

(148. 1) 

式中的矩阵元是入射电子和原子间以下相互作用能的矩 阵元： 



J 


式中 r 是入射电子的径矢, r a 是原子中电子的径矢,原点位于原子 
核处， m 是电子质量. 

电子波函数 VV 由以前的 （126. 10) (126.11) 式确定，此时 
dw 就是碰撞截面 cZcr . 我们把初态和末态原子波函数记作^和 
如果原子的末态属于分立谱，则(和 t 一样）按通常方式 
归一化.反之,如果原子进入连续谱的一个态，波函数应按确定该 
态的参量 v 的3函数归一化(例如，这些参量可以是原子的能量， 
以及电离时离开原子的那个电子的动量的各分量），由此求出的截 
面给出了原子碰撞到参量值介于 v 和 v - Vdv 区间内的连续谱态时 
的几率. 

(148.1) 对绝对值 p ' 积分后得 

dcr a = 4 ^f A 4 I < n V f 1^ I 0p> IW # 

式中的 P ' 由能量守恒律 确定： 、 

1 (|) 2_ y 2) = E n — Eh (148. 2) 


把 (126.10),(126. 11) 式的电子波函数代入矩阵元中，得 


dcr n ~ 



4jt 2 A 4 




^Ue" iQtr ip*ip 0 dTdV 


2 

do. 


(148. 3) ① 


①这个公式是微扰论的一般结果，不但适用于电子和原子的碰搶，也适用于两 
个粒子的任何非弹性碰撞，确定了质心为諍止的坐标系中的散射截面 （m 是这两个粒 
子的折合质量). 
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式中 dr ^ dV . dV ^ dV , 是原子中 Z 个电子的位形空间的体积元， 
我们略去了 do 上的撇号_当 w ==0 和 p 二/时， （148.3) 变成弹性 
散射截面公式. 

由于函数 t 与心正交，中的原子梭作用项对 r 积 
分后等于零，因此对非弹性碰撞有 

(148. 4) 

对 P 的积分可按§139进行.而积分 

% 

9? q (rJ - e~^ r dV/\r-T a \ 

_ 

在形式上等同于密度分布为 p ^ d ( r ~ T a ) 的空间电荷在 r 点处的 
势的傅里叶分量，因此 (139.1) 式给出 

g^(r a ) = i4 e_iq r * . (148. 5) 

将此式代入 （148. 4)，最后得到以下非弹性碰揸截面的一般 表式： 

=( 争 ) 2 眷 I < W |^]e-^.|0>| 2 rfo, (148. 6) 

式中的矩阵元是对原子波函数而言的，我们引进了波矢量1=〆 
/A，fc = p/A 代替了动量.这个公式给出了电子被散射到立体角元 
do 内而原子跃迁到第《个激发态时的碰撞几率.矢量一句是电子 
在碰撞中给予原子的动量. 

为计算方便计，最好把截面中的立体角元改成矢量 q 的绝对 

值的元办.矢量 q 是由 k 定义的，其绝对值为 

g 2 二右 2 +^/ 2 — 2M;’cos 办. （148.7) 

因此，给定了 A A:'， 亦即给定了电子的能量损失后，有 

, i^y 

qdq = kk’sinM 务= ^~do, (148. 8) 

2jv 
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从而 (148. 6) 式可写成 

d ( T n ~ S 7 t^~J < n | - |0> • (148. 9) 

矢量 <1 在以下的计算中起着重要的作用.让我们较详细地考 
察一下它和散射角3以及碰揸中的能量转移 E n ~ E , 的关系，下面 
将看到，最重要的碰撞是散射角很小能量转移远小于人射 

电子能量忍二沪的碰 撞:氰 一丑。《反这种情形下左一 P 的值 
也很小0： — 而且 

E n — E Q = h 2 (k 2 -~k n ) / 2m hv (k 一 F) • 

由于咨很小，从 (148.7) 式得 

〜（全 一 ao s + o ») 3 ， 

最后有 

g - V [ ( d )7“ T 2 + ( Hy . (148.10) 

q 的极小值为 

Qmin - ( E n - Eo ) jhv . (148.11) 

在小角度范围内，我们还可以进一步划分成不同的区域，这取 
决于小量》和％ 如 之间的关系，此处 W 具有原子中电子速度的数 
量级.如果我们考虑的能量转移具有原子中电子能量^的数量 
级(仏一忍。〜 e 0 〜_ fl 2 ), 则当 （” 0 /”) 2 « d 《 l 时有 

q = Jc 务= ( mv / h ) 备; (148.12) 

(148. 10) 式根号中的第一项与第二项相比可以略去.在这个角度 
范围内，2因而和能量转移无关.当时，既可以大于也可 
以小于1 /a Q (a Q 具有原子线度的数量级).在对能量转移作出同样 
的假定下，我们有 

咨〜幻 0 /衫时， qa 0 〜 l . (148.13) 

现在把一般公式 （148. 9 )应用于小的 g (押 a « l ， 即 »《 v 0 / v ). 
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这种情形下可把指数因子展成 q 的幂 级数： 

€' iqr ° —iq.r a =l —i 队， 

我们选择了 r 轴沿矢量 d 的坐标系.上式代入 （148. 9) 时，由于波 
函数“和 t 的正交性，含1之项等于零，我们就得 

da n ~ 穿 IKI 。〉 1 2 二 ( 監 ) |d x | 0) | 2 ^9 

(148.14) 

式中之 = e ；^> a 是原子的偶极矩分量，我们看到，截面（对小的0 

a 

是由与原子的状态变化相对应的那个偶极矩跃迁矩阵元的模量平 
方给出的.① 

但有可能出现这样的情况，由于选择定则，对所考虑的跃迁讲 
来偶极矩矩阵元都等于零(禁戒跃迁)，这时还需展至下一 
项，我们得 

(Z(T B — 2?r 

现在来考虑？很大 ( ga e » l ) 的相反极端情形.如果《很大, 
这意味着原子接受的动量远大于原子中电子原有的内禀动量.从 
物理上考虑这是很明 显的： 在这种情形下，我们可以把原子中电子 
看作是自由的，而和原子的碰撞可以看作是入射电子与原子中原 
为静止 的电孚 的弹性碰揸.这一点也可从普遍公式 (148. 9) 看出 
来，当2很大时，矩阵元中的被积式含有急剧振荡因子，如 
果 t 中不含类似的因子，这个积分差不多等于零.这样的 t 函数 
对应于一个电离原子，辐射出一个动量为一 = P — P ' 的电子，这 


①物理上通常感兴趣的截面 da „， 是对来态原子角动量的所有空间取向求和并 
对初态角动量的所有空间取向求平均以后的截面.经过这样的求和及求平均以后， 

|<nirf,(0>|^ 

和; r 轴的方向无关. 


hv 


in 


(? 


a 


2 


I 

㈣ g . 


(148. 15) 
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个动量相当于两个自由电子碰撞时由动量守恒律所给出的动量. 

具有大动量转移的碰撞中，入射电子和原子电子有可能获得 
差不多大小的末速度.与相碰粒子的全同性有关的交换作用开始 
变得重要起来，尽管普遍公式 (148. 9) 中并没有计及这一点.有交 
换的快电子散射截面由 （137. 9) 式给出，这个公式采用的是碰撞前 
一个电子为静止的坐标系.对快电子讲来， (137. 9) 式最后一项中 
的余弦函数可以取作 1. 乘以原子中的电子数 Z 以后，即得一个 

电子和一个原子碰撞的以下截 面式： 

/ e 2 \ 2 f 1 1 1 "I 

= 4Z( 2 ^) — ： ~ 4 ~r - : ~24 - jT cos ^°5 

\ mv / L sin u cos 4 办 sin^ucos 2 d 

(148. 16) 

为方便计，此式中的散射角最好用碰撞后电子具有的能量来 
表达.我们知道，能量为 E =^ mv 2 的粒子和同质量的静止粒子 

相碰后，所得的粒子能量分別为 

€—Esin 2 ^ 9 E — e~Ecos 2 9* 

为了求出有关 A 区间的截面，我们按关系式 

sin Mo ™ 2jt sin-ftcos'ScZ^ — (jt/E)de 9 

把如化成代入 （148. 16) 即得最后表式 

- e( /_ 良 (148. 17) 

如果能量 e 和中有一个远小于另一个，上式三项中只有一 
项(第一或第二项)是重要的.这是可以预料的，因为当两个电子 
的能量相差很大时，交换作用不再重要，它应回到熟知的卢瑟福 
公式 

①对于正电子和原子的碰揸不存在交换效应，卢瑟福公式 

da _.?rge 4 d€ 

€ E f* 

对所有的成立. 
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微分截面对所有角度积分(或对 g 积分)后给出把原子激发到 
给定态的总截面 or w . cr„ 与入射电子速度的关系，是和偶极矩的相 
应跃迁矩阵元是否存在具有密切的关系.我们先假定这个矩阵元 
不等于零.于是当$小时， dcr n * (148.14) 式给出，而且我们看 

到，当减小时对2的积分是对数发散的.另一方面，在大穿的 
区域内，当 g 增大时截面(对一给定的能量转移 E n ~ E ,) 指数式地 
减小，这是因为 (148. 9) 矩阵元的被积函数中存在着一个(早已指 
出的）剧烈振荡因子，由此可见，对？积分时 g 值小的区域起着主 
要作用，我们可把积分范围限制在从 (148.11) 式的极小值开始到 
数量级为 l /« o 的某个值为止. 

结果得 

a n ^ n {£) \< n \ d x \0)\ nJ ^\ (148.18) 


其中沒 n 是一个无量纲常数，我们不可能算出它的一般形式①. 
另一方面，如果偶极矩矩阵元对于所考虑的跃迁讲来等于零， 


那么对2的积分无论对小的^可从 (143.15) 式 看出) 以及对大的 


都是很快地收敛的.积分的最重要区域为9〜1/«。.这时不可能 


得到普遍的定量公式，我们只能推出这样的 结论: 


N 


将和速度的 


平方成反比 




=常数> 


(148.19) 


这可从普遍公式 (148. 9) 直接看到，按该式当〜1/%时 rfor , 将和 
1/沪成正比. 

我们来求散射到某一给定立体角元而不管原子进入哪个态的 
非弹性散射截面 da r , 为此，需要把 (148. 9) 式对所有的态求 


①我们假定了 En — E 0 具有原子中电子能量€。的数置级.对于更大的能量转移 
(芯》—五 ((〜 五》£#)， (148. 14) 和 (148. 18) 仍不能适用，因为此时的偶极矩矩阵元变得很 

小,不能只取《的幂级数展式的第一项. 


_ 
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和，也就是对基态以外的所有原子态(包括分立谱和连续谱)求和. 
我们不去考虑大角度区间和小角度区间，而假定1》《»0。/«0 2 , 
于是按(148_ 12)， g 和能量转移值无关①. 

后一种情况使我们很易算出非弹性碰撞的总截面，亦即求和 
式 

dcr r ^^ dcr n = 8 jr(|^V X |〈n 1- 心 I 。> 1 2 祭 

n^O Xm/ »^0 a ^ 

io>i 2 装 . （ i48 . 20 ) 

' f n^O a 

为此我们注意到，根据矩阵乘法规则，对任意一个量/有 


^ 1 \ f\in I 2 ~ ^ ] fonfSn — ^ ] fon ( f^)nQ = (// + ) 00 


n 


n 


n 


上式是对所有的《求和，包括 》= o . 因而 


SI/o n | 2 -2l/o»i 2 -i/ocl 2 -(// + )oo-|/ool 2 . (148.21) 

n =^0 n 


把此式应用于 / 二 2 e 


,我们有 


da 




e 


2 



(148.22) 

式中〈…〉代表对原子基态求平均(取 00 对角矩阵元).根据定义， 
平均值<2^^ >就是基态原子的原子形状因子 P (! Z ). 大括号内 
的第一项可写成 


①（148,9)式的求和也对五《_忍。》€。的态进行，此时 (148* 12) 式不再成立.但对 
具有大能量转移的跃迁讲来，有效截面比较小，这些项在求和式中井不重要.所加的条 
件使我们可以不必考虑交换效应， 
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- 2+2 




iq-(r a -r 4 > 

» 


从而得一般公式 


dcr T = 






(148. 23) 


当分 很小可按2的幂展开化。/”《奸0《1，相当于角度 Oo » 2 
<<««%/〃)时，此式可大为化简.为方便计，我们不去展开 (148. 23) 
式，而把 （148. I 4 )式的你„重新对》求和.利用 f = d x 的 （143. 21) 
式并记得<4〉= 0,求和后得 

da ^(W <dlyd ^ (148 . 24) 

把上式和小角度弹性散射截面式 (139. 5) 比较一下是有意义 
的，后者和办无关，散 射到如 立体角元内的非弹性截面则随 d 的 
减小而按1/沪的规律增长. 

对于1»«»〜知（因而 妗。 》1)范围内的办角， （148. 23) 大括 
号内的第二和第三项都很小，我们筒单地有 

^ = 2 (^) (148.25) 

也就是对 Z 个原子电子的卢瑟福散射（没有交换作用），我们记得, 
对于弹性散射有 （139. 6) 式,它不是和 Z 而是和 z 2 成正比. 

最后，对角度积分后，我们得到对所有的角度以及对原子的任 
意激发而言的非弹性散射总截面和计算(1 4 & 18) 式的完 
全一样，可得 
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(148. 26) 




例 题① 


1. 求快电子被氢原子（处于基态）非弹性散射的角分布 
解对氢原子而言， （ WS . 23) 大括号内的第三项等于零，而原子形状因 
子 F (幻已在§ 139例题中算出.把它代入得 




do . 


2. 基态氢原子受电子碰撞而激发到第《个分立谱能级 (n 是主釐子数)， 
求微分截面. 

解最好用抛物坐标计算矩阵元.取^軸沿矢量 g 的方向，此时有 

基态波函数呈 ^ 0C0 = Jt ~ if 2 e ~ u^)n 形式 • 仅当跃 

迁到 w =0 的态时矩阵元才不等于零.这种态的波函数为 





_{ + V 

eF 




( n^nj + n .+ l ). 所求的矩阵元由以下积分式 给出: 


(,n x n 2 0 I e f 4* r [ 000〉 = j j" 


Zndidi) y 


0 


这个积分可用数学附录中所引的公式加以计算，结 果得: 

(n —1) 2 + (qn) 2 ] n ^ 3 


I < w 1? 3 2 01 W ，00> i * = 2 8 w 6 ? 2 爸 


(«+ l) 2 +(?«) 2 ] n + 3 


l(ni — n 2 ) i 


+ ( qn ) 2 ], 

1 值相同的态都有相同的能量.在 w 为给定的情形下，对所有可 
能的 竹 广 n 2 值求和，并把结果代入（〗48, 9), 即得所求的截面： 


d ^ = ^ i^n 


v 


Z 


n 


z 




3 


(㈣ 


2 


[( ra -1) 2 丁 ㈣ 十勺 

[(?i+l) 2 十 {qn) 2 ] nt3 


3. 试求氢原子第一激发态被激发的总截面. 
解公式 


dq 

T 


①所有题都采用原子单位. 


* 399 * 



da t J ^ - ^~~ - 

尚需对从 5 min = ( E 2 — E t )/v = 3/8 v ^ q mix = Zv 的所有 2 值积分，只保留 v 
的最髙次项.经过初等积分后结果得® 


汀 2 


2 18 jf / 

3 10 y 2 V 


ln4»— 


25\ 

24 j = 


An 

v 2 


0* 555 ln 


t ?* 

oTso* 


4 - 求氢原子（处于基态）电离而次级电子发射到给定方向的有效截面蓼 
次级电子的能量远小于初级电子的能量，故交换作用可以略去 （ H . S . W . 
Massey ， C. B, O. Mohr, 1933). 

解初态的原子波函数为心 = 末态的原子巳电离，从中发射 

出的电子具有波矢量 K (和能量 e ==|/^). 这个态由 （136. 9) 的函数描 


写，其中的出射部分（在无穷远处）只有沿 k 方向传播的一个平面波， fir ) 齒 
数巳按 k /2 jt 空间的3函数归一化，因此由它算出的截面是对 dk /(2 jr )* 亦 
即 K 2 rf /^^/(2 jr ) s 而言的 ， rf 化是沿次级电子方向的立体角元.于是有 


dtT = ( tt ' ykq 7 1 〈 K 1 C - …叫 0 〉 1 2dodo 如 


( do 是对散射电子而言的立体角元），其中的 


g /2 v 


料， 





- iK *r-"Kr p 


(+， 汴’⑽ K . r ) 


①对任意的 n 也能算出截面，用数值计算法还可以算出被氢原子非弹性散射的 
总 截面： 


CTr=4^1n 


0.160 


f 


式中包括了以下两项贡献，即来自原子分立谱状态被激发的碰撞以及原子被电离的碰 

搶： 




Ait 

v % 


xc _ 715 Ks^t )， 


ai « = 



xo - 285 1 n (oii2 
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积 分时采用抛物坐标，5!轴沿 K 方向，角从 (q，K> 平面 算起： 

/= { _ TprUJ 0 exp [- cosy sin v cos g? 

一夺 (!+(S — 7 ?) ] i ^ (—去 ,1’ — i k i ^ jd < pd ^ dri ^ 

式中 V 是 k 和 q 的夹角.作替代 v ^" cos ^ = m , v^"sinp=^ 后，很易对屮 
和 q 积分，积出后得 



2 ;t 



exp 



—g 2 sin 2 y+ A 2 + O + g cos y) 2 
2[i (/r+ ffcosy) —A] 



X 


y (- +，1，- } 

[i (/f+ ?cosy) —A] 


此处的积分可从 V = l , n =0 的 (/*3) 式求出，进一步的计算虽 然冗长 但是是 
初等的，结果得到以下的截面 表式： 

__ 2 8 fcV [g 2 +2gtf cos y + (^ 2 +l) cos 2 y]_ 

jr /； ff 2 [5 2 + 2 g^cosy + l + /^ 2 ] 4 [ (?+ 1] [(3—«0 2 + l ] (1 — e _ 2# ") 


Xexp (- -arctan - g2 -_ 1 2 ^ 2+1 

对次 级电子 的所有发射角求积分时可用初等方法进行，结果得到辐射电 
子能量给定为情形下散射的角 分布： 


da = 


2 10 fcV 

—Icq 1 


?»1 时上式在 ft ： 


? 2 ++(1 + /^) "(exp f——arctan g 」' 

L_ 2 _ 」 V k _g 2 —/f 2 + l 

[(5+«0 2 +1] 3 [(3—/0 2 +1] 3 (1 — 6 士 ’” 

处具有很陡的极 大值; 在这个极大值附近有 


- dodic * 


_ 2 5 dndo 

^ [1+(3—/ O 2 ] 3 . 

对 do =2 对匈 / fc 2 2(2； rW ^) rf ( ff — d 积分后，得到表式 Sjtd ^/ k 1 正如我 

们所预期的那样，它和 （14 & 17) 式中的第一项一致. 


§149有效滞阻 

碰揸论的应用中，计算碰撞粒子的平均能量损失极为重要.我 


们最好用以下的量标志这种能量 损失: 
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dK = ^(E n -E 0 )d(T n9 (149.1) 

n 


我们将把这个量称为（微分）有效滞阻 （3(})4 )eKTHBHblfi TOpMO ^ C - 
eHHe), 式中的求和当然既包括分立谱也包括连续谱， 心是 对散射 
到某一给定立体角元内的情形而 言的叭 
快电子有效滞阻的一般公式为： 


dK~Sn 



n 




(149-2) 


其中的3〜取自 （148. 9) 式.正如推导 (148. 23) 式那样，我们排除 
了对极小角度区域的考虑，并假定(”。/”) 2 .于是 Q 和能量 
转移值无关，我们就可以算出对 w 求和的一般形式. 

这个算法要用到下面导出的求和定理.作为坐标函数的某个 
量/，它的矩阵元及其对时间导数/的矩阵元由下式联系： 

(/) 。《 = — 去 ( 丑《 — 五 0)’0n ， (149. 3) 


所以有 

I/J 2 二 J2(^-E 0 )f 0n (fon)* 

n n 

= 2^-^)/o,(/ + )nO 

71 

(/) On (/ + ) n 0 = i 托 (// + ) 00， 
n 

原子的定态波函数可以选成实 函数. 此时坐标函数/的矩阵元就 
具有关系式 fon = fnO, 而对 (149. 3) 式的矩阵元讲来就有相应的关 
系式(/)。《 =—(/) «。.因此以上的求和式还可写成以下形式： 


①如杲一个电子通过气体，它在各个原子上的散射是彼此独立地进行的，那末 
JVd〆 况是单位体积内的气体原子数)就是电子在偏转到给定的立体角元的碰攙中单位 
路程内所损失的能量. 
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X] (^n-^ 0 > I /on I 2 = ~ ^ 2 (/ + ) On(/)nO= ― 轉 ")* 

n n 

以上两式相加后除以2,即得求和 定理： 

S(^n-^o) l/on! 2 -f (// + -/ + /)00. (149.4) 

It 乙 

我们把它应用于 

/- Se " iqr °, 

a 

根据 (19. 2) 式， / 的时间微商可用以下的算符表出 

/=-^5][ e - iq ， r «( q . V a ) + ( q * V 0 ) e - iq . r »]. 

/ 和灸 的对易结果很易直接 算得： 

y\ / It^h a 

fr —": S 2 z . 

代入 （ 14 9 . 4 ),即得下式 

S ^(^ n ~^ o )〈 n |2 e — q ， 叫 0> 2 = Z , (149. 5) 

n * 5 a 

它已实现了我们所要求的求和计算。① 

因此得到关于微分有效滞阻的公式 

办 = 4立互略 ^2 = ^4 r - (149. 6) 

mv l q mv z 

它的适用范围由以下不等式给出： 

即'《《 0 殳 《上. 

\v / V v 0 

其次，当动量转移不超过某一值 h 而时，我 
们来求所有碰撞的总有效滞阻 

K(q\)^ Sf 1 {E n —E^)d(T n$ (149.7) 

n J ^min 

①推导这个公式时，我们从来没有利用过指标 “o” 代表原子基态的事实。因此 
这个公式对任意的初态都是成立的 . 
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gmin 由 （148. 11) 式给出.式中的积分号不能搬到 ZI 的前面，因为 

m 


Qiatn 依赖于 K 

我们把积分区间划分成两段，从 ffmin 到办的一段和 W 到 h 
的一段，其中的 3 d 是2的某个值，满足于是在 
ffmin 到 g 。 的整个积分区间内，我们可用 （148.14) 式的 d < X n l 

K(g 0 ) = B^y Si<nid,|0>1 2 (F„— 五。 ) J: 。 夸， 

从而 

K(qo) = 8 ^r (0 2 K»l^| 0 > 2 (^-^o)ln ( 149 . 8 ) 

在％到 L 的区间内，可先对 n 求和，给出 （149. 6) 式的 rfK ， 然后对 
积分，得出 

K(qi) — K(q 0 ) — An In—. ( 149 . 9 ) 

mv 2 q 0 

为了变换以上的表式，我们利用 （149. 4) 得出的求和定理，在 
该式中令 


f^dje 








a 




把 r 和/对易(现在的 r 等于 /) 得出 / r — r ?=— az / m ， 因 
而① 


^N 0n = (^n -^o) I <W IOJ 0> 1 2 = Z. (149.10) 

n € /I 

量称为各个相应跃迁的振子强度. 

我们引进原子的某个平均能量/，它由下式定义 


InZ = In (^E n 一 £!q) / ^LiiVon 

n n 


① （149. 5) 式的附注对本式也适用. 
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^( l / Z )^ N Qn \ n ( E n -~ E Q ). (149. 11) 

n 

然后应用 (149. 10), 可把 （149. 8) 改写成 K ( q 0 ) = (47 tZe 4 / mv 2 ) x 
\ n ( qafiv / I ). 此式和 (149. 9) 相加，最后得 

k ⑹= (149. 12) 

mv l \ I / 

此式中只出现一个标志所给原子的常数①. 

通过用散射角 A 表达〜即得所有散射到 
区间内的有效 滞阻： 

i ) = 4 jt ^ e - A -ln i //), (149.13) 

mv £ 

如果3^。》 1( 即氏》 〃。/”)，我们可把表成入射电子所能给予原 
子的最大能量转移值的函数.我们在上节中曾经指出，时 
原子被电离，差不多所有的动量叫和能量都交给了一个原子电 
子，由于叫和 e 是一'个电子的动量和能量，即有关系 € = / i 2 ^ 2 /2 m . 
把 q \^2 mejh 2 代入 (149. 12)，我们得碰揸中能量转移 6< e f 的有 

效 滞阻： 

K ( ei ) = (2 nZe k lmv % ) In / I z ). (149.14) 

最后，我们作如下的说明,原子的各个分立谱能级主要来自一 
个单(外层）电子的激发.即使是两个电子的激发，它所需要的能 
量通常足以使该原子电离.因此，在振子强度的求和式中，跃迁到 
分立谱态的只是数量级等于1的那一部分；而伴有电离的则构成 


①对氧原子，7"=0.557716 4 /6* = 14.9 eV . 对重原子，我们采用托马斯 - 费米方法计 
算常数/,可望得到很好的精确性.很易确立这样算出的 J 值如何依赖于 Z • 在准经典 
倩形下，多粒子系统的本征頻率相当于它的能级差.原子的平均本征频率具有 v 0 / a 0 的 
数量级.由此可知， J 〜托马斯-费米模型中原子电子的速度和 Z 的关系为 z a/s . 
而原子的线度按变化，可见 J 必正比于 Z : 常数 XZ . 根据实验结果发现，这 

个常数约为 10 cV 的数纛级. 
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另一部分，其数量级为由此可知，伴有电离的碰撞在滞阻(被 
重原子滞阻）中起主要作用. 


例 



试求一个电子被一个氢原子滯阻 (7 = 0.55 原子单位）的总有效滞阻.对 
于大的能量转移，两个相碰电子中较快的一个取作初级电子. 

解当碰撞后的初级电子和次级电子具有差不多大小的能量时，必须计 
及交换效应.因此，对于能量转移介于某值以1« €1 «1； 2 )和最大值 


(根据我们对初级电子的定义)之间的滞阻讲来，我们须采用 048.17) 式的有 
效 截面： 




(E — e ) 2 — 


dt 




7t 


In 


8 ^ ) 


+1 


此式加到 （149. 14) 式上，我们 得® (用原子单位) 


K 


An 

v 2 


In 


v 2 

21 



2 




V 


1.3 


§150重粒子和原子的非弹性碰撞 

玻恩近似适用于重粒子和原子碰撞的条件，用粒子的速度表 

示这个条件，则仍和电子的情形 一样： 

v^>v 0 . 

这可根据微扰论适用性的普遍条件 (心 立即得出，只要注 

①对干正电子和氢原子的碰搶，没有交换效应，把 (149. U ) 式中的 h 简单地代 
以 6 max = 瓦 = ^~1^ 2 ,即得总滞阻 

4 J 

VO . 55/ 
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意到这个条件中不出现粒子质量，而具有原子中电子速度 
的数 量级. 

在粒子和原子的质心为静止的坐标系中，截面由一般公式 
(148. 3) 给出，式中的 m 目前是粒子和原子的折合质量.但为方便 
计，我们考虑碰撞前的原子处于静止的坐标系.为此，我们从 
(148. 1) 式出发.在碰撞前原子为静止的坐标系中，表达能量守恒 
律的6函数的宗量具有以下 形式： 


2M 


P 



(〆 一 P m 丑 0, 


(150. 1) 


式中见是入射粒子质量，而 I 。是原子质量.第三项是原子的反 
冲动能（考虑原子和电子的碰撞时，这一项可以完全略去）. 

对于快速重粒子和原子的碰撞，粒子的动量改变和它的初始 
动量相比，差不多总是很小.如果这个条件成立，我们可以略去6 
函数宗量中的原子反冲能量，得到和 （148. 3) 完全一样的公式，只 
是该式中的饥必须改成入射粒子的质量 K 不是粒子和原子的折 
合质量）.考虑到动量转移与初始动量相比已经假定为很小，我们 
可令 p 〜 p r ， 于是在碰撞前原子为静止的坐标系中，截面式为 



m m 

(M 2 /4jt 2 h A ) 

J mi 




2 

do . 


(150. 2) 


考虑到粒子的电荷可能不同于电子，我们用％ 2 代替 e 2 , 其中 
^为入射粒子的电荷.非弹性散射的一般公式，写成 （148. 9) 的 


形式: 



心广， 2 窆 

a Q 


(150. 3) 


并不含有粒子质量.由此可见，从它导出的所有公式对重粒子的 
碰撞仍能适用，只要这些公式是通过”和9表达的. 

不难看出，用散射角(重粒子和原子相撞后的偏转角）表达 
的公式应作怎样的修改.为此，我们首先注意到，重粒子的非弹性 


• 407 • 




碰撞中 # 角总是很小的.因为，当动量转移很大时(与原子中电子 


的动量相比)，我们可以把和原子的非弹性碰撞看作是和自由电子 


的弹性碰撞.可是，当一重粒子和一轻粒子（电子)碰撞时，重粒子 
几乎是不偏离的.换句话说，重粒子转移给原子的动量与该粒子 
的初始动量相比是很小的.大角度弹性散射是一个例外，但这种 
可能性是极小的. 


因此，在整个角度范围内我们可令 




h 



_E' 


+ ( Mv §) 


(150. 4) 


除了极小的角度外,上式实际上可化成 

(150.5) 

另一方面，当我们考虑电子和原子的碰撞时，我们有(对于小角度) 


由此可得这样的结论，从电子和原子碰撞中所得的公式，只要这些 

公式用速度和偏转角表达出来，那么如果到处进行以下 替代： 

(150.6) 

(包括立体角元^0 = 2 n sinMtf 的替代)，就变成重粒子碰 

撞的公式，入射粒子的速度仍保持不变.定性地说，这意味着小角 
度散射的整个图像（对给定的粒子速度而言）被压缩了 讯/纔 
以上所得的规则也和小角度弹性散射有关.对*?«1的 （139. 


4) 式作 （150. 6) 式的变换，我们得截面 

da e = Sjt(^J LZ - F ( Mv 6/ h ) T ^ (150.7) 

角度〜1的重粒子弹性散射，被化成在原子核上的卢瑟福散射. 

具有大动量转移而原子被电离的非弹性散射需要作特殊的考 
虑.和被电子所电离的情况不同，这里当然没有交换效应.重粒 
子的特征是，大的动量转移(研 o » l ) 并不意味着大的偏转角，$总 
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是保持很小.辐射电子的能量介于€和之间的电离截面可 
从 （148. 25) 式直接得出，它可写成以下 形式： 

da r ^Sjt ( ze 2 / hv ) 2 Zdqlq z , 

令(整个动量 Aq 交给了 一 个原子电子）.此式给出 

(2^ iZz 2 e i / mv ^ de / e 2 . (150.8) 

在重粒子和原子的碰撞中，总截面和有效滯阻特别有用.非 
弹性散射总截面由以前的 （148.26) 式给出.总有效滞阻可把 
(149. 12) 式中的心改成最大动量转移 q m ^ 后得到. g mAX 很易用 
粒子速度表出，方法如下.由于与粒子原动量相比仍 
是很小,它的能量变化和动量变化的关系为 △ 忍二 Ydq . 另一方面， 
对于大的动量转移，这个能量几乎都交给了一个原子电子，因此可 
写成 

e = ^ 2 g 2 /2m = 

从而有即 

Hq m & x ^2 mv , e max =2 mz ? 2 . (150.9) 

我们注意，非弹性碰撞中粒子的最大偏转角为 

^max~ ^max/ Mv=^2m / M. 

(150. 9) 代入 （149. 12) 中，我们得到重粒子的总有效滞阻 

k = mv % )\n (2 mv 2 / J '). (150. 10) 

§ 151 中子散射 

在碰撞理论的许多物理问题中，需要考虑到散射过程怎样受 
散射中心运动的影响.在一定的条件下，这类问题可以用费密 
( E . Fermi , 1936) 建议的那种微扰论解决，即使单独讲来微扰论对 
每个中心的散射并不适用.这类问题中包括慢中子对多原子系统 
(例如分子)的散射.我们来考虑这个特殊问题. 

中子几乎不被电子散射，所以实际上所有的散射都发生在原 
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子核处①.我们将假定被单个核散射的振幅小于原子间距.那么 
在分子中被每个核散射的波幅即使在别的原子核处也已经很小. 
在这些条件下,被分子散射的振幅等于被单个核散射的振幅之和. 

微扰论一般讲来不能应用于中子和核的 散射： 尽管核力的范 
围很小，在此范围内的作用却极强.但重要的是，慢中子(其波长 
远大于原子核线度)散射的振幅是一个和速度无关的常数. 令尨 
为被第 《 个核散射的振幅， I fa I 2 d0 是中子 被一个 自由核弹性散射 
的微分截面(在它们的质心系中）. 

这个常数振幅可从微扰论形式地得到，如果我们用一个“点” 
势来描写中子和核的相互作用的话： 

(151.1) 

式中见是中子和核的折合质量.当此式代人玻恩公式 （126. 4 )中 
时，^函数使得积分式成为与 q 无关的一个常数.这样定义的“场” 
C /( r ) 被称为 赝势. 需要强调的是，作出这个定义的可能性是由于 
f 为常数这一事实.在中子能量为任意的一般情形下，散射振幅 
分別侬赖于初动量 p 和末动量 p ' ，而不只是依赖于两者之差 q ， 
但玻恩近似给出的振幅却只能依赖于② q . 

如果散射核在作给定的运动（例如，分子中的各种振动)，我们 
对此运动求平均后，则 (151.1) 式的相互作用势被“铺展”到一个尺 
度一般地远大于散射振幅/的范围内.对于这样“铺展”开的作用 
势讲来，玻恩近似的适用条件 (126.1) 是满足的. 


① 我们还假定该分子没有磁矩.否则还存在着来自中子和分子磁矩相互作用的 
特殊散射效应. 

② 窬要强调的是，尽管 M 势在形式地应用微扰论的情况下能够给出散射振幅的 
正确值，但这并不意味着微扰论真能适用于这样的场.对于一个深度为仏并以 
常数的方式趋于无穷远的势阱讲来 （ a 为阱半径，它趋于零），条件 （1 2 6. 1), (126. 2 )肯 
定都不会满足. 
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因此我们可以用以下赝势描写中子-分子 作用： 

U ( r ) 二 —2 nh z S 士 / a <5( r — R 。)， （151. 2) 

a ⑽ a 

式中对分子的所有原子核求和， R 。 是它们的径矢， r 是中子的径 
矢. 把上式代入（1犯. 3)，把 m 改成 ilt / m (见 m 是分子和中子的折合 
质量），我们得质心系中的中子被分子散射的以下截 面式： 

da n = Ml ^~ 2 -^-/o (n \ c' iq * Rfl 10> do , (151.3) 

Jr a i 设 a 

式中的矩阵元是针对能量为忍。和仏的核运动定态波函数而言 
的，动量和 f 通过能量守恒律相 联系： 

^-( P 2 — 〆 2 ) -丑 o . 

(151. 3) 式描写了分子中的核运动状态具有特定变化 （0— w 跃迁〉 
的非弹性碰撞，也就是所述问题 的解: 从中子对自由核散射的振幅 
(假定为已知）出发，计及核的内禀运动以及各个核散射之间的干 
涉效应，求出了中子被分子散射的截面. 

如果梭自旋不等于零，还应考虑到散射振幅九依赖于中子和 
散射核的总自旋这样的事实.它的做法如下. 

梭和中子的总自旋可取么士 I 两个值， L 是核自旋。相应 

的散射振幅记作 f + a 和打. 我们来构造一个自旋算符，对于给定的 

么值，它的本征值分别为和这个算符就是 

= + (151. 4) 

其中 ia 和軋是核和中子的自旋算符，系数〜和由下式 给出： 

a a =^ y ^ y[(*a + l )/ S + 乙/;]， 

6 a = 2» 0 + l ‘ 

这是很易证明的，只要注意到对于给定的 j 值，算符 Si 的本征 
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值为 


应把算符 (151. 4) 取代 (151. 3) 式中的 f a ， 并取对应于所考虑 
跃迁的矩阵元.如果入射中子和耙核都是非极化的，那末散射截 
面必须进行适当的乎均. 

例 题 

X - 假定中子和核的自旋方向都是毫无规则地分布的，分子中所有的核 
都不相同，试对 （151. 3) 式进行平均. 

解对中子的和核的自旋方向求平均是相互独立的，每一种自旋平均后 
得零，从而 s ^ I a =0. 如果分子中没有两个原子是相同的，这就没有核自旋的 
交换作用，又由于它们的直接相互作用可以忽略，分子中各个核的自旋方向 
可以看作是独立的，因而等形状的乘积平均后也得零.对于平 
方 ( s * i ) z 有 

(SM) 2 ~~s 2 *i 2 =~«(s4-l) i (i + 1) (i + l), 

由此得以下平均截 面式： 

da n = M 2 M \^a a <n\e~^ a \oy\^ 

PL 

%\< n \ e -^ a \ 0 }\^ do . 

a a 

2. 试将 （151. 3) 式应用于慢中子对正氢和仲氢的散射 ( J . Schwinger , 
E ， Teller, 1937) 

解在取自旋算符的矩阵元以前，对氢分子散射的 （1 W . 3) 式为 

dcr w = ~^|a<nlc" i ^* r/2 + c i< * ， r/2 |0> 

9 p 

+6s-<n|i 1 e- it i-^2-fi 2 e** ( ** r/2 |0>| 2 Jo, (1) 

a - 冬(3/ + +广)， & = / 十 — 

4 

士 r /2 是分子中两个核相对于其质心的径矢. 

分子的转动和振动态由量子数 K ， 见*,1> (它们的集合在 （1) 式中用《表 
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出）所定义，在 h 2 分子的电子基态中，仅当总的梭自旋 0( 仲氢)时 K 才能 
取偶数值；仅当/=1(正氢）时尤才能取奇数值.因此有必要区分两种情况； 

(1) 瓦的奇 偶相同的两个转动态之间的跃迁，这只有/值不变才行(正一正和 
仲一仲跃迁） （2) 太 的奇偶不同的两个态之间的跃迁，这只有改变/值才行 

(正一仲和仲一正跃迁）.第一种情况下我们有 

<w| e -iq*r/2|o> = < n | e iq*^2| 0> = <n| cos-^-q*r|0> 

应当记住的是， r 变号后转动陂函数要乘以（一 1)' (1) 式的自旋算符则变 
成 2 a + 6 s - I , 其中根据前面的讨论，这个算符对^是对角的.对 
(2 a +& s * I ) 2 的平均和题1 一样，给出 

结果是 

如 ”= 冬 4 <> 1 _ 4 ^. 1 > 10 >| 2 [( 3/ + +/-> 1 

9 p J 

+ /(/+!) (/ + + D 2 ] rfo . (2) 

第二种情形下 

<n| e iq ， r/2 |0>= —<re| c" iq * r/z | 0>= i<n| sin-~q*r|0> 

(1) 式的自旋算符成为 S . ( h - C ), 它只有 J 的非对角矩阵元.这些矩阵元的 
模量平方值对末态总自旋 t 的所有分量求和时，可按 ( s .( ii - i 2 )] 2 的乎均 fit 

(对角元)算出（见 344 页注①)： 

[S • (ii-i 2 ) ] 2 = + ■ + UrU ) T 

«4-(21? + 2^-1 2 )-~[3-/(/+1)]. 

4 4 


结果是 

=⑴ (3)4 ■匕 K «| sin |(| TlO > lMf + — 广）:如， ⑶ 

式中的系数1出现于正一仲跃迁，系数 3 出现于仲一正 跃迁. 

如果中子很慢，它的波长甚至远超过分子的线度，则可令 （2) 和 (3) 式矩 

阵元中的 cosf |~ qT ) = l，sin 

零.这些条件下，当然只可能有弹性 散射. 这时的弹性散射截面为 


( i - q. r j =0, 结果除00对角元外都等千 
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也^去[(3/+ + / ): + /(/+】） (/+— /-”]必. 

3. 求中子对一束缚质子的散射截面 ， 该质子可看作频率为0>的各向同 
性三维振子 （ E . Fermi , 1 936). 

解 考虑质子绕空间某一固定点振动着，根据 (151. 3) 式的推导，必须令 
该式中的尨„ =盥,见 （ M 为质子质量）.于是 

^n=^^|je' iq ^ooo(r)^ ni)ljni (r)dF 2 do. 

式中的0^ = 4 兀1/|*是对自由质子的散射截面，切_ 9 是三维振子的本征函 
数，对应于能级 £/„ = fic ?( n +3/2) ; 2是对和量给定为》的所有化， n 2 和巧值 
求和.函数组是三个线性振子波函数的乘积（见§33,题 4). 所求的 
积分因而可分解成为以下形式的三个积分的乘积 



da t ^^e~ qlnCti do, a # = cr 0 ^-( 1 — 

K E 


当 E / Kco^O a # ->4 ov 


§152 高 能非弹性散射 

§131 中对两个粒子相互散射问题所用的程函近似，也能推广 

到包括一个快粒子和一个多粒子系统或“粑”的碰撞(包括非弹性) 
过程 （ R . J . Glauber , 1958). 

这个推广中，所假定的原则和以前一样.入射粒子的能量芯 
假定很大，使得迟 》| C /| 和 to » l ， 其中 C / 是这个粒子和粑粒子间 


_ 
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的相互作用能量， a 是此相互作用的方程.我们考虑动量转移比 
较小的 散射： 入射粒子的动量改变和它的原有值 Afc 相比很小 
( q «^) . 这个条件现在不但使得散射角很小，并且还使能量转移 
也比较小. 

我们还将假定入射粒子的速度〃远大于靶内粒子的速度 V 0: 

v ^> v 0 . (152.1) 

对于带电粒子和原子的散射讲来，此条件等价于玻恩近似的适用 
条件（参考§148和 §150): 

如果一定有 | C /| a / S2K < l . 因此在该情形下不需要本节的 
理论.但对核靶讲来，粒子间结合的不是库仑力而是核力，情况就 
不同了.我们将讨论一个快粒子被梭散射这一特殊情形①. 

条件 (152.1). 使我们有可能考虑入射粒子相对于核中位置固 
定的各个核子而言的运动问题®,这就是说，粒子-粑系统的波函 
数可以写成 

妒 （ r ，® I ，及2， …） = 9^(**; 及 I ，只2, …） 公 i ( R !， 及2， …）， （152. 2) 

其中边/見， r 2 , …） 是原子梭第纟个内态的波 函数； …是核 
内各个核子的径矢.因子 < Kr;Rn R 2 …） 是正在进行散射的粒子 
波函数 ( r 是它的径矢)，具有给定的 RuRa , …值，这些值是以下 
薛定谔方程中的 参量： 

C-|r A +?C/ 0 (r-R B )]^ =^, (152.3) 

其中 U a ( T ~ R a ) 是该粒子和第 a 个梭子的作用能量，而 ftfc 是粒子 
在无穷远处的动 S ③. 

① 条件 （152.1) 给出的是任一重核的相对论速度在目前的非相对论理论表 
述中，我们不考虑它对任一特殊散射过程的实际适用性问题. 

② 这个近似类似于分子理论所根据的那种 近似、 即分子中的电子态是针对各个 
原子核的固定位置来考虑的. 

③ （152. 3) 式中假定了粒子和核的作用等于它和备单个核子的两体作用之和. 
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如果我们求出 了具有 以下渐近式的 （152. 3) 式 之解： 

<p = e ik * r +^( n f , n ; R „ R 2 , …） e ii?r /V (152. 4) 

(式中 n ' = r / r , n = k/Ar), 贝 lj(152. 2) 式的波函数 

e » k . r ^_ -\- F 0 i e ikr jr (152.5) 

将描写对碰撞前处于第丨个态的原子核所进行的 散射： 入射波 
在 （152. 5) 式中作为仏的相乘因子出现. （152. 5) 式中的第 

二项代表散射波.但是，仅当入射粒子的能量改变足够小,也就是 
核的内能变化足够小时，用这个式子来求散射振幅才是合适的.因 
此,把粒子考虑成为是在“刚性固定”的核子组的恒定场中运动（相 
当于方程 (152. 3)) 时，我们就略去了这种运动可能的能量变化. 

为了把梭的内态具有特定变化的散射振幅分离出来，应把分 
写成以下 形式： 


^ = ( n \ n )0 f e nr / r , (152. 6) 

f 

式中对原子核的各个态求和， // i ( An ) 则给出待求的原子核具有 
特定跃迁 i ~> f 的散射振幅，它是散射角 ( n 和 n ' 的夹角）的函数. 
比较 （152. 6) 和 （152. 5) 得 

fu (n\ n ) - (152. 7) 

其中••是原子核位形空间中的体积元.我们必须再 
一次强调，这个公式仅当丨和/态的能量相差比较小时才能成立. 

方程( I 52 . 3 )之解 (1 S 2. 4 )本身，可用§ U 1 中描述的方法求 
出 ( D . 类似于 （131. 7) 式,我们有 


① § 131中曾经指出，波函数的初始表式 (131. 4 ) 只在 z«ka^ 的距离处成立.这 

一点在$ 131的进一步推导中并不重要.但对一个多粒子系统(例如一个原子核)的散 
射讲来，它会导致另一种限制；〔131. 4) 式必须在散射系统所占的整个体积内成立，也 
就是说，我们必须有办《如*， 其中私 是原子核半径，《是势?7的力程. 
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r 2 …)奇魏 ，…)-小 

(152. 8) 


其中 


S ( p 3 R u R 2 , 


■參 


exp[2uHP, Ri> R 2 ，".）]， 


6(P ， H ， …） =^j<3 a (p —R a 丄 ) 


(152. 9) 


Q 


心 （P —Ra 丄 ) 


2 hv 


U a { x 一 R a )dz 


记得 P 是径矢 r 在（垂直于 k 的 ) 叫平面内的分量， Rd 是径矢 I 
的上述相应分量 ： &P = P' —P 是散射粒子的动量改变， （ 152. 8 ) 式 
中只出现它的横分量 . 函数 4 确定粒子被单个自由核子弹性散 
射的振幅： 


/ ⑷=^_卜2.'。>— l } e - … 


(152. 10) 


当 £ = / 时， （ 152. 7) 和 （ 152.8) 给出被原子核弹性散射的 振幅： 

/ii(n，>n)= 2^J C ^ (P) " 1]e " iq * Pd2p, " (152.11) 

式中的横线代表对原子 4 的内态求平均： 

S(P) 二 >(p, R, ， R 2 , …）1 （心， R 2 ， … ） \ 2 dr, (152. 12) 

此式推广了前面的 （ 131. 7) 式 . 

令 (1S2.11) 式中的 n 并应用 （ 142,10) 式的光学定理，我 

们得散射总截面 

_ 

cr t =2 (l-RtS)d 2 p. (152. 13) 

•i 

弹性散射全截面 h 是由 l/u 1 2 对 n' 的方向积分后得到的.对 
于小的散射角 A 我们有 qw 晚立体角元 do%d 2 Q/k z . 因而 


Oe^\\fn\ 2 d 2 qlk % . 
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采用 （1弘 11) 式的把 fUfii 写成 d 2 pd 2 p f 的一个重积分，利 
用下式可实行对 的积分： 

令 

e~ iq * (p ~ p ,} d 2 q ^ (2jt) M(p — pO ， 

这个3函数在对 dV 的积分中被积掉.结果为 

|,S — 1 \ z d 2 p. 

反应总截面为 

_ 

a r = a*^ —cr,= (1— \S 1 2 )d 2 p. 

注意 （152.13)4(152. 15) 是和一般公式 （142. 3)-(142. 5) — 

致的：对后者把求和（对大的£求和）改成对 p = £ 作的 rf 2 /> 求积 
分，并把 A 改成及 ( P) 函数，我们就得 （152.13)-(152. 15). 

例 题 

1. 试把一个快粒子被一个氘梭弹性散射的振幅用该快粒子对质子和中 
子的散射振幅表达出来 （R_ J. Glauber, 1955). 

解根据 （152.11), 被氘梭弹性散射的振幅为 

/ ⑷ (q) ^ (R) I 十 xp ^2i3 n (P-fit 丄） 

+ 2i~(p + +R_ L )]-l^e- … .Pd 3 i^ 2 P， (1) 

其中 0ZR) 为笊核中中子 (《) 和质子(多）的相对运动波函数； R = R,-R P 
R_ l 是 K 在入射粒子波矢 fc 的垂直平面上的分量. （1) 式大括号内的差量可 
以写成 

exp(2i〜+2i~)-1= (e 2ia »-l) + (e 仙 ，一 1) 

+ ( e 2 i 、一 l )( e 2if V —1). 

采用中子/⑷和质子尸/>的散射振幅定义，根据 （152.10) 及其逆式 

exp[2i5 a (p) ] — 1 = ) (<l) e i( i' p d 2 ff/ (2 jt) % 

可对积分 （1) 进行变换，结果为 

• 418 * 


(152.14) 

(152. 15) 



f (d) ( q ) 二 / “（ q )/’ T ( q ) +/(，（ q ) 厂 （一 q ) 

-s^kf F ( 2 q'w (h^ y (p) (h^ r ) d ^ <2 > 

其中 

^(q) = j| ^(R)| l e"»<** R ^iZ 

是氘核形状因子. 

( 2 ) 式中令 q = 0( F (0)- 1) 并用 (142.10) 式的光学定理，求得氘核散射 
总截面 


a ( />- f r < ( " > + a?>+A.Rc|'F(2q)/<" ) (q)/ ( ^ (-q)d*?. (3) 

2. 求一个快氘核被一个半径为私的重吸收核散射后蜕变成为一个中 
子和一个质子的截面，其中丑。远大于氘核波长(&11。》1，其中 ftk 是氘核动 
S ) 也远大于気核半径 （ E _ JI . < I > efiH 6 epr , 1954; R . J . Glauber , 1955; A . H . 
AxHe 3 ep ； A . F . Chmchko 1955). 

MV 把入射氘核看作平面波,大吸收核(《^。》1)起 養使波 衍射的不透明 
屏幕的作用.入射笊核的波函数为 e ^ r 1 p AR ) y 其中^(抝是氘核的内部波 

函数 [ R -= R „— R P 是核内中子到质子的径矢， r -^( R „+ R p ) 是它们的质心 

的径矢 ]• 吸收核的存在“移去”了这个函数中的一个部分，这部分的中子和 
质子横向坐标 ( p » 和 b ) 位于原子核的“阴影” M 内，即半径为丑。的圆内.因 
此波函数变成 

V ? = e ik * r > S , ( p n , p l ,)^ < f ( R ), 

当心，时式中的衣=1，而当^或"，小于尽时这 = 0' 这个波函 
数若没有因子则相当于 (131. 5 )形式的入射波表示式(略去衍射对射线的 
弯曲），因而沒因子具有和§ 131及§ 152中同样的含义. 

类似于（152_ 13) 和 (152.14) 式，氘核散射总截面 a , (包括所有的非弹 
性过程）和弹性散射截面 CT , 分別为 

cr t = 2| ( 1 — a 0 ^\{S~l) t d 2 P, 

*■ *_ 

式中 P = |( P » + P p ) 并且应用了汉为实量的事实.汉的平均是对氘梭基态 


①氘和原子核的库仑作用已略去、 
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而言的: 


4 

S ( P ) = \ Sipld ^ R . 


至于 V \ f ， 采用以下函数就足够了： 

^d = 



€ kR 


此式在中子和质子间核力的力程外距离 i ? 处成立（参考 （133.1 4 ) 式 ； w = 

U 1 是氘核的结合能， m 是梭子质量）.根据及的定义，如果有一个 
核子或者两个核子都进入半径为艮的圆内并被原子核吸收掉，则 1— S 不等 
于零：从而 


j - a t (1) 

为俘获一个或两个核子的截面.另一方面， cr ,- a ff ^4 a . + cr tt *, 其中以变 
为待求的氘核“衍射”蛻变截面.故 


- ^-a t -a # ^ \S (1 - S) d^P. (2) 

当及。 /^>1 时，在积分式 （2) 中小距离（〜 1/6 是从原子梭边缘算起的是 
重要的，于是沿边缘的积分给出一个因子 2成 沿垂直方向的积分可把阴影 
区看作以直线为界那样去计算，取此直线为 y 轴，并取^轴从阴影向外，我们 
有 

= 2tcR^\ S(x) [ 1 — ^ (x) ] dx , 

* 0 

共中的积分 

S ( x)^\ m f i ^( R ) dXdYdZ ， 

js=Vx 2 +r 2 +z\ 


对给定的怎=+(叉《+\),上式是在叉„，^^>0的区域上积分，也就是在 

| X | = | X „_ X p |<2 x 区域上积分.把积分变量变换成 X 和及以及: TZ 平面 
内的极角后（此时 rfFdZ ― >2；riM 丑)，这个积分变成 

歹 （沒 ）= l - e - 价+ 4/^「必， （3) 

- 4 S 

含有这个忌 Or) 函数的积分(2)，可利用下式通过重复分部积分算出： 

f(d 一 e ’ 2 :) 孕 == lix 2. 

J 9 b 
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结果为 ® 


— T")* 


在同一条件 kR ,»1 T % 俘获截面为 

Cff 获 = TtRl + nR^I 

[(1) 式对 P>J^ 区的积分可用 （3) 式算出，对 p<i?。 区的积分给出 ？ri ^]. 这个截而 
包括整个氘核的被俘以及俘获一个核子而择放另一个（剥裂反应）.后一种反应截面是 
按照只有一个核子射人阴影区时的碰揸面积（对平均以后)而算出的，井有 

Jff 获， R = 汀停获，，= jxR^/Ak 

(R, Scrber t 1947), 


• 421 • 



索 

H 2 分子81 

H 2 + 离子 78, 79, 81 

乃耦合 72,118 

厶汉耦合（罗素-桑德斯情形） 72 

NH 3 分子的反演 105 

丄定律 142 

V 

6 函数 5, 15, 42, 124 

二至四画 

二元变换56 
反演变换 30 
反应道142 
夫兰克-康登原理90 
幻数118 

介质中原子能级的位移 142 
中间态 43 
不可约张量 57 
双能级系统的跃迁40 

五画 

四极矩75 

正的和负的分子谱项 86,105 
正氢和仲氢 86,151 


引① 

正氦和仲氨69 
正多重线和倒多重线72 
电荷对称性 116 
平面波 17,19,34 

本征函数3 
冉邵尔效应332 
矢量模型 31 
发光散射 127 

I 

六画 

I 

自旋-轨道作用 72,83,118 
自旋-自旋作用 72,84 
自旋-轴作用83 
自洽场 67,69,118 

回转 磁因子113 
同位旋 116 
同极键和异极键81 
多余极点 128 
约化矩阵元 29, 107 
交换积分62 
光学模型 142,145 
光学定理 125, 142 

宇称选择定则 30 
有效力程 133,138 


①这个索引是对本书目录的一个补充，索引中列出的是目录中未直接反映出的 
一 些名词术语和 概念。 其中的阿拉伯数字表示节数。 
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七画 

两重简并能级39 
壳层中的空穴 67,74 
库仑单位 36 
位形空间2 

克莱布许-高登系数 106 
时间反演 7,18, 44,60, 96 

极化密度矩阵59 
角动量选择定则 29,117 
纯态和混合态 
杨氏图63 

伽利略变换下波函数的变化规律 17 
里德伯修正68 
杨-特勒效应102 
求和定理 149 


八画 


范德瓦耳斯力 81,82,89 
波包 6,16 

波函数的规范变换111 
拉卡系数 108 
单位矢矩阵元 29 
势阱22 

一维〜 22,23 
有心对称〜 33,36,38 
浅〜 45 
势壁 25 
势垒 25,50 
势散射 134, 145 
泡利原理61 


泊松括号9,12 
欧勒角58 
物理叶 128 
帕邢-巴克效应113 


九 111 

绝热微犹 41,53 
玻恩近似 126, 130, 132 
玻尔半径 36 
玻尔磁子 111 
衍射型散射 142 
相对论双线和屏蔽双浅 
测量 1,7,44 

相空间中的相格 48 
相移 33 
相干态 23 
科里奥利作用104 
垒顶之上的反射 50,52 
洪德定则 67 
细致平衡原理 144 
虹散射 127 
俄歇效应74 


十 1 S 1 

原子的抗磁性113 
原子单位 36 
頃子的极化率76,77 
原子的电离 

阈值附近的〜147 
a 和#裒变中的〜41 
电场引起的〜77 



原子在“冲击”下激发 41 
原子形状因子139 
原子梭的统计权重86, 105 
原子核的张量力117 
倒易定理 J 25, 340, 144 
能级宽度44,134,145 
朗道能级112 
朗德间距定则72 
偶然简并36 
偶态和奇态分子谱项78 
偶极矩75 

矩阵元的选择定则97 
矩阵的迹12 
准经典矩阵元48 
准定态44, 134, 141 

复合核145 
复轨道法52,131 
振荡定理21 
振子 

非谐〜38 
在外场中的〜41 
空间中的〜33 
〜强度149 
振动角动最104 

十一画 ， 

虚能级 133, 134 
第二类碰撞90 
维格纳-埃伽定理107 
球张量107 

十二画 


斯塔克效应76,77,87 
程函近似131,152 
等效态67 
散射矩阵125, 144 
散射长度132, 133, 138 

十三画 

微扰的绝热加人42 
碰撞下氘核的蛻变52,152 
碰撞中的电荷交换90 
算符 

平移〜15 
共轭〜3 
转置〜3 
幺正〜 12 
厄密〜3 

辏力场中的量子数32 
塞曼效应113, 121 
输运截面126, 139 
雷其轨迹141 

十四画 

磁场中的氢原子112 
磁场中的散射131 
磁矩 111, 113, 118, 119 

谱项的多重度66, 78 

十五画至十八画 

德布罗意波长 17 
赝势151 
瞬时微扰41 
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